Equacio d'ones no lineal per a
un sistema molla-massa,
varietats invariants i EDO
limit.

13 de Maig del 2004



RESULTATS PREVIS: EL MODEL LINEAL

(

Ut — Ugpr — AUz —= 0, O<x <1, t>0

u(0,t) =0

7\

| utt(1,t) = —¢ [uz(1,t) + augr(l,t) + ru(l, )]

(Grobbelaar'94, Massat'83, ...)

a > 0 (viscositat interna)
e > 0 (invers massa externa)
r > 0 (viscositat externa)

Objectiu: comparacio del model proposat
amb el model classic
(EDO de les oscil.lacions esmorteides)
a partir del comportament asimptotic de les
solucions: valors propis dominants.




Entorn funcional

Xo = {(u,7) € H*(0,1)xC, u(1) =+, u(0) = 0}
com a subespai de H2(0,1) x C;
X1 = {(u,v) € H'(0,1)xC, u(1l) = ~, uw(0) = 0}
com a subespai de H1(0,1) x C; i

Xo = {(u,v) € L?(0,1) x C} = L?(0,1) x C

El model lineal es pot escriure com |'equacio
d’'evolucio:

( d
—V —-AV =0, te(0,00)
< dt
| V(0) = Fp

on

D(A.) = {(g 38;?) € X1 x X1, (u+ av) € H(O, 1)} CH

H:X1><XO



Norma en H:

() = s f i

(equivalent a la norma habitual d’aquest
espai producte).

Perd si € > 0 tenim definida una familia de
normes equivalents a |'anterior:

H ((u U(l))>
(v, 8)

OBS: Sera important poder utilitzar una o
altra norma, segons convinguli.

= [ sl [ foPat " (6P




Convergencia generalitzada d’'operadors
(generalitzacio de la convergéncia en
norma, Kato)

Siguin T,,, n € N, operadors tancats. Diem
que convergeix en sentit generalitzat a T
quan n — oo Si:

6(Tn, T) — O

n—aoo

on & mesura la distancia entre les grafiques.

Y

Tma (Semicontinuitat superior de I’espectre, Kato)
Si T tancat amb o(T) separat en dues parts
per una corba tancada I, i S és un altre
operador tancat tal que §(T,S) prou petit,
aleshores o(S) esta separat de la mateixa ma-
nera (subespais propis isomorfs, convergéncia
en norma de les projeccions, ...)



Resultats principals quan ¢ petit
(molla amb gran massa a I'extrem)

Ae, € > 0 és generador d'un semigrup
analitic (si o > 0).

Cas ¢ = 0: A\g(0) = 0 vap doble dominant i
Oess — {_71}

Cas ¢ > 0 petit: pertorbacio de e = 0 ja que
A — Apg en sentit generalitzat (en norma

e—0

| - |7, perdo també en || - |¢)

Y

Tma: Sie < egl'operador admet {Ag(@,,\g(s)}
(pertorbacions de A(0) = 0) com subconjunt
finit de vaps dominants.

Y

Les solucionsen x = L de 'EDP poden aproximar-
se, quan t — oo, per les solucions de I'EDO:

mw”—l—klw’—l—kowZO



Ao (0)

op(Ag)
Up(As)

Re\ = —c(a)



EL MODEL NO LINEAL

Motivacio
f <O
= —]
f>0

(sentit positiu del moviment)

Imposem una acceleracio en x = 0 (abans
fixat) al sistema anterior:

utt(o) — K fg(’LL(L,t)—’UJ(O,t),’U,t(L, t)—Ut(O,t))

amb x > 0 un nou parametre fixat i

fe(z1,22) i= ¢ f <Z1, %)

on f(z1,22) és Lipschitz, acotada i prou
regular.



Nou sistema de referéeéncia on x = 0O fixat:
u(x,t) — u(zx,t) — u(0,t)
_|_

Canvi adimensional

Y

y

up(x,t) — uge(x,t) — @ uper(x,t) + Kef (u(l,t), “ts}g’t)) =0

u(0,t) =0

7\

win(1,6) = —¢ [s + a4 rur] (1,6) — wef (u(1,0),“G0)

\

per z € (0,1), t >0, i els parametres a > 0,
k>0 1ir>0 fixats, i € > 0.

OBS: Si f = 0 tenim el model lineal anterior.



OBJECTIU: Veure quan l|'equacio d'ones
no lineal admet una EDO com a |limit.

Y

varietats invariants

Y

quan € — 0 existeix una EDO Iimit que, amb
un reescalat del temps, és:

' +u+ kf(u,u) =0

Problema invers: f control extern en £ =0
per aconseguir desplacament-objectiu
(possible si és solucioé d'una EDO tipus

I'EDO limit).

controlar el sistema per aconseguir
que el desplacament tendeixi a ser periodic
no constant és trobar el control per tal que
I'EDO Iimit sigui:
u” +u =0 (eq.Lienard)

= control: f(z1,z2) = g(z1)2>.



Podem escriure I'EDP no lineal com una equacio
d’'evolucio:
([ dV

AV = F(V), t>0
dt © (V)

V() =W

on |'operador lineal:

B (v,0(1))
AV = ( ((u+ av)z, —e(u+ av)z(l) —erv(l)) )

D(A,) = {( EZ Z((Bg ) € X1 x X1, (u+ av) € H2(0, 1)}

D(A:) CH = X1 x Xo

i la no linealitat F- no depén en aquest cas
de t i esta definida en tot H de la manera
seguent:

(u,u(1)) \ _ (0.0
n (W)= ( SECORRSICORO) )

= tenim existencia 1 unicitat de solucio.



EXistencia d’una varietat invariant
exponencialment atractora

T :D(T) C X — X sectorial, Reo(T) < 0;

B:D(B) CY — Y generador d'un C°-grup

d'op. lineals continus.

h: X*xXY*— X, g: X*xXxY*—Y®*cont. loc. Lips.

* S C X®xY® és una varietat invariant de

z=Tx+ h(x,y)
y = By + g(z,y)

Si existeix o' Y — X© tal que

S={(z,y) e X*xXY*: 2 =0(y)}

i V(zg,yp) € S existeix (x(-),y(-)) solucio taq:

z(0) = o, y(0) = yo i (z(¥),y(¥)) € SVtER
* S és exponencialment atractora si 3y, K > 0
tq:

() —o(y(0)]l xo < Ke™ " ||z(0)—o(y(0))] xa
per a tota solucio (x(t),y(t)).



Tma (existencia de varietats invariants limit)
D.Henry’'81
Carvalho'95; Carvalho, Lozada-Cruz'0O1; Carbone’03...

Considerem el sistema debilment acoblat:

T :Ts$+h€($ay)
{ Yy = Bey + ge(x,y)
on:
Xe, Ye, T: i Be com abansi he : X2 XY™ — X¢
I ge 1 XJ X Y — Y. satisfan:

(H1 -H4) h. i g- son Lipschitz i acotades (uniforme-
ment en ¢);

(H5) |le™ w||x. < Mpe PO |w||x., t >0
(H6) || eTfthXEa < MTt_O‘e_ﬁ(s)tHwHXE, t>0
(H?) || eBEtZHY;w S MB e_p(e)t”Z”Y;y’ t S O

(H8) || eBEtzHyEa < Mp t_o‘ep(g)tHzHy;, t>0



Si B(e) — p(e) — oo quan € — 0 i ¢ petit,
llavors:
3Se = {(z,y) 1 ¢ = 0:(y), y € Y}

varietat invariant exponencialment atractora
on o¢ : Y — X satisfa

(i) s(e) = sup |lo=(y)lxe — 0
yeye

(i) floe()—o=()llxe < Uelly—2llya i 1(e) — 0

Si he i ge SOn prou regulars aleshores també

ho és o- i la seva derivada Do. satisfa:

p [1Do=(Y)L(ve,xe) < 1(€)
Yy



Es a dir:
Si hipotesis1 a 8 = d o- var. inv. exp. atract.
que tendeix a zero en la topologia C1.

J
Idea del teorema:

Si |I'espectre esta suficientment separat en

dues parts (8(e) — p(e) — ), €s pot enviar tot
al —oo excepte un nombre finit de valors

propis, que ens donaran la dinamica del
sistema quan t — oo:
Yy = Bey + g=(0e(y),y)

(equacio limit, en Y;)

Novetat del teorema:

C
|oe]| =— 0O
e—0

Permetra trobar I'EDO |Iimit explicitament.



Pla de treball:

reescalem el temps = separacio de
|'espectre

Y

Escrivim |'equacio reescalada com un
sistema, que complira les hipotesis del
teorema en la norma | - |-

Y

Si e prou petit, existeix o¢ v.i.e.a. que va a
0 en topologia C!, || - |lc, quan € — 0

Y

Consequeéencies del teorema

J
EDO Iimit explicitament



Reescalem el temps:

t — t\/e
(acceleracio del sistema quan € — 0)
d
—V —AyV = Fyn(V)
dt
on
1
Ay =—A
N NG 3

u, u (0,0)
o (G)) = (v T ) )
OBS: AN€o(A:) & pu= % co(Apy)

(perd els subespais propis son els mateixos
que per A:).



Separacio de |I'espectre:

o <$A5> = o7 U o5
on
O IPWE |
N2 e
—c(a)

1
o]l =0 <— A5> 05 = Re (07) < > —00

NG Ve =0

o5 = {ud (&), ug (&)} = {

= Descomposicio de ‘H i F (projeccions):

H=H{® H5 (dimH5=2)

he(V) = P{ (Fy(V))

ge(V) = P5 (Fn(V))



( d . 1
V1= (ﬁ (A6|H§>) Vi+he(V1,V2)
\
d. .. _ (1
\ % 2 = (% <A5|H§>) Vo + g=(V1, V)
U
Tma (Jia v.i.e.a en norma || - |¢):

Si € prou petit, existeix Sg v.i.e.a. de
dimensio 2:

Se ={V = (V1,Vp) : Vi = 0:(V2), Vo € H5}
El flux sobre S: ve donat per

V(t) = Va(t) + o (Va(t))
on Vo(t) és solucio de:

d
a V2 = AN (VQ) —I— Pé-: [FN (VQ + 0-8(‘/2))] ’ V2 S HS
I, a més,
O¢g — O
e—0

en CL(HS, H; |- |lo).



Comprovacio de les hipdotesis amb || - ||

Lema (H1-H4): h: i g- sOn acotades i Lipsc-
hitz uniformement en ¢ si € < ¢g.

Dem: Fy acotat i Lipschitz en || - ||c

_I_

projeccions acotades quan les apliquem a elements

. (0,0)
del tipus ( (a,a) )

Lema (H7-H8): Es compleix que:
L g
||€\/EA8|H2tV||€ < 6(2\/§—|—O(\/E)> \t|||v||€

peratot VeH5iperatotteR

(6s a dir, p(e) =2v2+ O(Ve))
Dem: Com que en 'H5 tot és explicit, podem acotar
: |Gea) ¥

— Al = sup
\/g L(H,H; €) 0£Y eH; ||Y||g

usant desenvolupaments en ¢ dels termes que hi apa-

2
€

reixen.



Comprovacio de les hipdtesis amb || - ||

Lema (H1-H4): h. i g- sOon acotades i Lipsc-
hitz uniformement en ¢ si € < gg.

Lema (H7-H8): Es compleix que:
L g
||e\/gA8|H2tV||5 < e(2\/§—|—0(\/5)> \t|||‘/||(€

peratot VeH5iperatotteR

(és a dir, p(e) = 2v2 + O(1/E))



La hipotesi 5

Obs: Com que exponent és zero, H5=H6 en el nostre
cas.

Dificultats: volem
L Ag 9 t
eﬁ< 'H1> V| <Me POV, t>0

3

amb M independent de . Perd % (Asl )
no és autoadjunt

Que farem? Essencialment, I'acotacio del se-
migrup depeéen del sector inclos en la resol-
vent | de l'acotacio de |'operador resolvent
en aquest sector.

Per tant, buscarem un sector i una acotacio
per a les resolvents de (A6|H<‘i‘) independents
de ¢ (si € prou petita).

Com? Usant que A: — Ap en sentit genera-
litzat (i, per tant, els subespais propis també
s'assemblen) = Podem comparar sectors i
resolvents.



Lema (H5):

[...] Existeix M > 1 independent de ¢ tal que

—c(a)

1 t
<Me Ve ||V|. sie<eg

e Ve (Ae‘H‘i) "v

IN

5

peratotV € Hf, on 0 < ¢(a) < min{l/a, ar?/2}

(és a dir, B(e) = c(a)/ Ve )



Dem tma:

Com que
lm (B(e) —p(e)) =

. [c(a)
gz_fiz?é ( 7z —2\/_—|-O(\/_)>

ja tenim demostrada I'existéncia de o¢, Vv.i.e.a.
tal que:

Ills o

5—>0

Y

Si escrivim |'equacio sobre la varietat invari-
ant, tenim que V5 és solucio de:

€7D Og —

d
a Vo = AN (VQ) + PQE [FN (V2 + Ug(VQ))] : Vo € HS



* Obs important:

També és cert que dos qQue tendeix a zero en
¢l en norma || - ||

U
Per qué cal que o — 0 en C1 en norma ||-||¢?
E—
Perqué la norma || - || no és suficient per

veure que EDP — EDO en norma Cl, a no

ser que f = f(u(1)) (perd no estabilitat
estructural )



Consequencies del teorema

Primer, podem pensar

(c21(a,b) , 01?(a,b))

oc = oela,b) = ( (021 (a,b) , 022(a,b)) ) cHICH

Escrivim que significa que o — 0 en norma

e—0

¢l |-l i tenim:

22 b

=0
e—0 g,beC Ve

lzm sup |61?(a,b)| =0
—04,beC

I també

lzm Sup ‘((92022)(a b)‘ =0
0a,beC

lim sup \/E’(Z?Qagz)(a, b)‘ =0
e—0 CL,bEC



Equacio limit

Tma: L'equacio sobrela v.i.e.a. de dimensio
2 convergeix quan ¢ — 0 en la topologia cl
a.

£(58)= (-
dt \ w(l) —u(1) — rf(u(l), w(1))

Si estructuralment estable = fluxos
topoldogicament equivalents si € prou petit.

Y

Per tant, amb el temps reescalat les solucions
de 'EDP no lineal inicial convergeixen a les
solucions de I'EDO:

u(1) +u(1) + wf(u(1),4'(1)) =0



Idea de |la demostracio:
Estem en Hj5, s.e. generat per A%(a).

Com que A: — Ag en sentit generalitzat, te-
nim que
0
|P5 — P3|l — 0
e—0

(les dues projeccions les tenim explicitament)
I també que

g nv . (51371) (0,0)
mzm={( G ) (o))

(aquest isomorfisme, Q- = Po_l, es troba
explicitament)

Y

Escriurem l'equacio sobre |la var. inv. en les
variables convenients i prendrem Ilimits quan
e — 0, usant |I'anterior i les consequéncies
que o — 0 en CL, || - ||e.



Esquema var inv properes



Variables convenients: partim de Vj € Hg

_ ( (u(l)x,u(1)) ) _ ( (u(1)x,u(l)) )
0 (v(1)z,v(1)) (Vew(1l)z, /ew(1))

| després ho passem a Hj

J
Eqg. sobre |la var. inv. en aquestes variables:
d
" Vo = (PoANQ:e) Vo+PoP5 [Fy (QeVo + 0:(Q:eV0))]
J
Sumem i restem termes:
d
%Vo = (PoAnQ:) Vo+

PoP5 [Fy (Q:Vo + 0-(Q:Vo)]—P3P3 [Fy (Q:-Vo + 0-(Q:-Vo))] +
POPY [Fy (Q:Vo + 0-(Q:Vo))] — PYFn(Vo)+

+PYFn (Vo)

Els termes diferéncia tendeixen a zero en
norma Cl i els altres ens donen el sistema
Iimit enunciat, també en norma C1.



Per tant ...

EDP no lineal (amb temps reescalat)
L (e—0)
u”(1) +u(1) + s f(u(1),4'(1)) =0

I fluxos equivalents si EDO és
estructuralment estable i £ prou petit.



