Analisi d'un model de

suspensio-amortiment.
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INTRODUCCIO.

Equacio classica de la molla:

mu”(t) +rd/ () +ku(t) =0

Motivacio: model classic de la molla en EDQ’S
vs. model proposat en EDP’s. Per que i
quan les derivades parcials?

e Mmodel continu o discret: deformacions
internes;

e consideracio de la dissipacio interna de la
molla.



DESCRIPCIO DEL PROBLEMA:
L'EXEMPLE DE L’AUTOMOBIL.



DEDUCCIO DEL MODEL: MODELS
REOLOGICS (Davis).

(També per balan¢g de moviments de teoria
mecanica classica ... )

Models reoldogics: modelitzacid de medis
viscoelastics mitjancant la combinacio en
serie-paral.lel de dues unitats simples:

e Spring (elasticitat):
% E

e Dashpot (viscositat):
E
% 1

4 |




1. MODEL DE KELVIN-VOIGT (paral.lel)

% —— 0 = Oe¢ + Oy

/
€

il

e — &

Equacio:

g — Elé—|—E€

2. MODEL DE MAXWELL (série)

%QQQQQ{M —} - 0= 0e =0y

€ = €e T+ €v

Equacio:



3. EQUACIO D'ONES AMB DISSIPACIO
FORTA (o0 K-V continu) I CONDICIONS
DE CONTORN DINAMIQUES: EL
NOSTRE CAS.

Model:

2

putt = E1utze + Fugz, O0<ax <L, t>0

u(0,t) =0

7\

\ m’LLtt(L,t) — _Eux(L7t> — El ut:ﬁ(Lat) — qut(Lat)

on u(x,t) és el desplacament, p la densitat
de la molla i E = elasticitat molla,

Eq = viscositat molla, q = viscositat
amortidor, m = massa extrem.



ADIMENSIONALITZACIO DEL
MODEL.

Canvi a variables adimensionals:
t\/g
: 1 « > T

Canvi a funcions adimensionals:

x€r <——

glis

D
u<—>E, (C|><—>—)
L E

Canvi a parametres adimensionals:

Model adimensional:

(

Ut — Ugpr — AUz —= 0, O<x <1, t>0

w(0,t) =0

7\

\ up(1,t) = —e [ug(1,t) + aup(1,t) + ru(1,t)]

(Grobbelaar, Massat, Zuazua, Lopes, ...)



VALORS PROPIS DOMINANTS I
REDUCCIO A EDO's.

Considerem l'equacio d’evolucio

d
p” x(t) = Bx(t)

on B és un operador en un espai X de
dimensio infinita amb espectre o(B).

Direm que B admet un subconjunt finit de
valors propis dominants o1 = {A1, -+, A\x} Si:

oo | | o
Ao

w2 Wi

Tenim una descomposicio de |'espai,
I'operador i les solucions associada a aquest
descomposicio de |'espectre.



Tma: Si B genera un semigrup analitic i
admet un subconjunt finit de valors propis
dominants, les solucions de |I'equacio d’'evo-
lucid compleixen:

L 12 =21 DI _

t—oo lz(®)]|

En aquest cas, és raonable dir que l'equacio

d’evolucio de dimensio infinita ' = Bx té

com a limit quan t — oo l'equacio diferencial
. ~ . / -

ordinaria 7 = By x7.



ENTORN FUNCIONAL.

Volem escriure el model com una equacio
d’'evolucido, amb uns operadors i uns espais
adequats. Ens cal definir abans, pero, els
seguents espais:

X5 = {(u,v) € H*(0,1)xC, u(1) = v, u(0) = 0}
com a subespai de H2(0,1) x C;
X1 ={(u,7) € H'(0,1)xC, u(1) = v, u(0) = 0}
com a subespai de H1(0,1) x C; i

Xo = {(u,v) € L?(0,1) x C} = L?(0,1) x C

Tenim definit un producte escalar de manera
natural, equivalent al producte habitual dels
espais on estan inclosos:

1
((w,u(1)), (0,01 x; = [ uatade

(w7, (0. ) xp = [ uvde + 4



Denotem |'operador corresponent al nostre
model per (Aqn, D(Ay)) i el definim de la ma-
nera seguent:

D(A,) = {(((5:5((%));) € X1 x X1, (u4av) € H*(0, 1)} CH

on 'H = X1 X Xg és l'espai de Hilbert total,
amb el producte escalar

<((u1,U1(1))) ((Ul,vl(l)))> _
(uo0,7)) )’ \ (vo,0B0)) 2

= <(u1,u1(1)), (vl,vl(l))> + <(U07'70)> (’Uo,ﬁo)>

Xl XO



Per V = (EZ%BD c D(Agy) definim I'ope-

rador com:

B (v, (1))
AoV = (( (u+ av)zs, —e(u+ av)z(1) — erov(l) )>

(ug, ug(1)) (vo(x), u)

el model equival a I'equacido d’'evolucio:

SiV = ( (u,u(1)) > i 1(0) = Fy = ((UO(CE):”)>,

4V = AuV, t € (0,00)
V(0) = Fy

ODbs: Pel cas a«a = 0 recuperem els resultats
(D(Ag) =Xox X1 CH)



MOLLA ELASTICA PERFECTA:
a = 0.

L'operador associat (A, D(A)), amb
D(A) C H, genera un semigrup continu de
contraccions.

RESULTATS PRINCIPALS:

e Les funcions propies de (A, D(A)) son
denses en ‘H. (Gohberg i Krejn:
pertorbacions compactes de iA)

e 0(A) = o0p(A) (no té espectre essencial).
I (A, D(A)) te infinits valors propis, tots
amb ReAl < 0, i s"Tacumulen en RelA = 0.




CONCLUSIONS:

e NO existeix cap subconjunt finit de valors
propis dominants:

EDP —» EDO!!

e [otes les solucions tendeixen a zero quan
t — oco. I existeixen solucions que hi
tendeixen tan lentament com vulguem (ja
gque no tenim dissipacio interna).



MOLLA VISCOELASTICA: o > 0.

L'operador associat (Aa, DP(As)), amb
D(Ay) C 'H, genera un semigrup analitic.

ESPECTRE DE Ay, I VAPS DOMINANTS:

(pensarem A, com a pertorbacio de Ap)

—1
Tma: A, té espectre essencial {—}
(@7

(Henry, Gohberg-Krejn)
I els valors propis?

Def (Kato): Direm que T, convergeix en
sentit generalitzat a 7' quan n — oo Si:
6(Tn, T) — O

n—oo

on 6(Ty, T) és, essencialment, la distancia en-
tre les grafiques dels operadors
corresponents.

Y

continuitat de subconjunts finits de valors
propis de T, respecte els de T (dins una certa
corba IN).



Tma.de semicontinuitat superior de l'es-
pectre, Kato: Sigui 7' un operador tan-
cat qualsevol amb l'espectre separat en dues
parts ¢/(T) i ¢"(T) per una corba tancada I
i sigui H = M'(T)® M"(T) la descomposicio
associada de l'espai total ‘'H. Aleshores exis-
teix un 6 > 0 que dependra de l'operador T i
de la corba ' amb les propietats seguents:

i) Qualsevol operador S tal que §(S,T) < § té
|'espectre separat per [ també en dues parts
o’(S) i o”(S), amb I C p(S).

ii) En la descomposicié de ‘H associada a
aqguesta separacio de I'espectre, H = M'(S) &
M"(S) es té que M'(S) i M"(S) sén espais
isomorfs a M/(T) i M"(T), respectivament.
En particular, es mantenen les dimensions
d’'aquests espais.

iii) A més, aquesta descomposicio és continua
en S, és a dir, que la projeccio P[S] de H ten-
deix a la projeccié P[T] si S convergeix a T
en sentit generalitzat.



Es a dir, si considerem un operador prou pro-
per al que teniem, l'espectre es pot descom-
pondre de la mateixa manera.

Aplicacio en el nostre cas: Com que els valors
propis son aillats, podem trobar [ que separi
I'espectre de Ag en o’(Ag) = {Ag, A1,.evy As}) |
0" (Ag) = o(Ap) \ o'(Ap)

dins la corba I I'operador pertorbat A, té el
mateix nombre de vaps (amb multiplicitat)
que Ag Si a < ag, que depén de I i Ap.



Tma: Els valors propis de A, convergeixen
sobre compactes als valors propis de Ag quan
o — 0.

Dem: A, convergeix en sentit generalitzat
a Ag quan a — 0, ja que ||[A;1 — Agt|| — 0
quan o — 0.
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Obs: No convergéncia global dels valors pro-
pis, ja que A, s un operador sectorial.



TMA: L'operador A,, amb o proper a zero
i € > 0, admet un subconjunt finit de valors
propis dominants.

Y

EDP — EDO?Y

Si, perdo cada o és un cas particular ja que:

e ordre de I'EDO 7?7 (& nombre de vaps
dominants)

e vaps dominants pertorbacio de quins vaps
de Ag 7

10 : o % 10

-30 i i i -30
-4 -3 -2 -1 0 -15




EL SISTEMA QUAN ¢ ES PROPER A
ZERO.
(o m gran)

L'operador associat (Aq(e),D(Ayn)), amb
a>01ie>0, é el mateix que el de

a > 0, perO ara ens el mirem com a per-
torbacio respecte € de A,(0). En particular,
també generara un semigrup analitic, ...

Teorema: Per o i r fixats, existeix un cert
o > 0 (que depén de « i r) per al qual
I'operador (Aq(e), D(Ar)) quan e < eg admet
{Aé"(s),Ag(a)} com a subconjunt de dos va-
lors propis dominants simples, on:

2

A& =ive- Cd T e AT oyt o)
2

2@ = —ive- 2T e BEIOET (o)

Aquests dos valors propis sOn pertorbacions
del valor propi doble de A,(0), Ap(0) = 0.



Corol.lari: Les solucions del model en deri-
vades parcials quan e és petit es poden apro-
Ximar, quan t — oo per les solucions de I'EDO

Iimit:
mw” + k1w +kow=0
amb
am(Bar )
1=\7 q—+ ...
_ 2
k —E 11(/)1’)4_(4_'_5/}(%_'_@) (PL)2_|_
‘T L m 576 m

i on la solucié w(t) es pot interpretar com
una aproximacioé de u(L,t).

Obs: NO és l'equacio classica de la mollall
Té sentit el model en derivades parcials.




1. VALORS PROPIS DELS OPERADORS.

El cas e = 0 (0 massa infinita a I'extrem) és
explicit: podem trobar vaps i funcions propies
de Aa(0) (un(z,t) = eMtup(x)).

An =

. —am?n? + \/@27r4n4 — 472 n?
2

En aquest cas, A\g = 0 és valor propi, és doble
I és dominant.

Geometria dels valors propis:

7n2071727"'



VALORS PROPIS PER Aq(e), € > 0: com-
pleixen I'equacid caracteristica segiient (so-
lucions de la forma u(z,t) = e*t u(x)):

A

Vo [\ ey/TH Ao+ er] — Vi A —eVi+a+er]

Una petita pertorbacio de A,(0) en Aq(e)
trenca el valor propi A\g(0) = 0 en dos valors
propis complexos conjugats, que es poden es-
criure com a série de poténcies en i\ﬂs):

2

A& =iva- CF T e AT (a1 o)
2

3 (@) = —ive-CF T o AFIOEIT (gt o)

Les pertorbacions del valor propi dominant
Ao(0) = 0 s6n també dominants? Si, si € és
prou petit ...



2. ESPECTRE ESSENCIAL DELS OPERA-
DORS.

Lema 1: L'operador An(e), amb o > 0 i

1
e > 0, té espectre essencial {—} (Henry,
«

Gohberg-Krejn).

Idea dem: L'’'espectre essencial és estable
per pertorbacions relativament compactes.



3. RANG NUMERIC.

Lema 2: L'espectre de A,(e) esta contingut
Ve > 0 en el sector

saz{y:iz —fv,x<o}

«

que no depeén de ¢

Idea dem: EIl rang numeric d'un operador és
O(T) = {(Tu,u) € C, u € D(T), ||ullx = 1}. En
el nostre cas,

©(Aq(e)) C Sa, Ve >0, Va >0

I com que R(Aq(e) — Id) = H, tenim que
0(Aa(e)) C ©(Aale)) C Sa.



4. CONVERGENCIA GENERALITZADA DELS
OPERADORS.

Lema 3: A,(e) convergeix en sentit genera-
litzat a Ao(0) quan € — 0O, per o > 0 fixat
(— certa continuitat dels valors propis si ¢
prou petit...)

Idea dem: Només cal veure que:

|(Aa(e) = 1)~ = (Aa(0) — 1d) Y| 4y — O

e—0



Demostracio teorema: Només cal trobar
un compacte R, tal que:

e |'Uinic vap de A,(0) que hi pertanyi sigui
A(0) =0

e Sigui més alt que S,

—1
e NO contingui I'espectre essencial, —
(87
Ra
Ao (0)
- op(Aa(0))
° Up(Aa(5)>




Llavors, el teorema de pertorbacido de Kato
ens garanteix que existeix un eg = eg(a, r) tal
que els unics vaps de Aq(0) si € < eg en Rqy
seran A(')"(a) i Ag(e). I tal com hem escollit
R, no hi ha valors propis amb part real major
que la d’'aquests.

Y

sOn valors propis dominants.



UN ALTRE PUNT DE VISTA: FORCA
EXTERNA APLICADA A LA MASSA

Apliqguem una forca externa f(t) = Ae™? 3 la
massa m de l'extrem. ElI model és ara:

( puy = Fiupe + Fuge, O0<ax< L, t>0

u(0,t) =0

7\

| muu(L,t) = —Fug,(L,t) — E1up (L, t) — que(L,t) + A eiwt
U
EDO Iimit?

Idea: buscar les solucions globalment acota-
des ~~» nova eina: funcions de transferéncia.



Volem determinar els coeficients de I'EDO
de segon ordre

ko z'(t) + k1 2/ (t) + kg z(t) = A e

Busquem la uUnica solucid globalment aco-
tada z(t) = B et
SOLUCIO EDO (globalment acotada):

A
kO—kaQ—I—klwi

wt

x(t) =

FUNCIO DE TRANSFERENCIA DE L'EDO:

1
ko — w?ko + kiwi

Hego = eda(w) —



Podem fer el mateix amb I"'EDP: busquem
solucions globalment acotades (en el temps)
i tals que u(0,¢t) = 0, és a dir,

u(z,t) = Be™t sinh ax.

SOLUCIO EDP (globalment acotada):

A et sinh ax
[—w2msinh(aL) + FEacosh(aL)] 4+ iw [E1acosh(aL) 4+ gsinh(aL)]

u(x,t) =

on

a? = —w’p
E + Fiwi

FUNCIO DE TRANSFERENCIA DE L'EDP:

Hedp — edp(w) -

sinh ax
"~ [~w2?msinh(al) + Eacosh(aL)] + iw[Eia cosh(aL) + gsinh(aL)]




Volem que u(L,t), solucio de 'EDP enx = L,
s'aproximi a x(t), solucido de I'EDO, almenys
quan w ~ 0.

Y
Heqp ~ Hego Quan w ~ 0.

Y

Ens les mirem prop de zero com a Series de
poténcies amb els mateixos coeficients.

kp k7
1k ko k3
H,4, = —z—%w—I——OwQ—I—O(w?’)

_ L L(E1+qlL)
Hegp = = — 1 w

E E?

L (—3LmE — L?E 3E2 4+ 6FE1qgL + 3¢2L°2
B ( m P‘;E31+ 19 + q )w2+0(w3)




Igualant coeficients tenim:

E
kn = —
71

Er
k1 = —
1 L-l-q

1

EDO LIMIT:

(m + %pL) " (t)+ (% + q) x' (t)+ (%) z(t) = At



Obs 1: Els coeficients no sOn aproximacions
ni sén els mateixos d'abans (fins i tot si im-
posem que el primer coeficient sigui m), perd
ara no tenim un sistema homogeni.

Obs 2: Tenim un nou concepte de solucio
aproximada o EDO Iimit: |'ordre d’aproxi-
macio ve donat per |'ordre d'aproximacio de
Heqp @ Hego, = aix0 ens determina |'ordre de
I'EDO Iimit (ara NO determinat pel nombre
de vaps dominants). Si volem H.4, — Hq),
d'ordre superior, cal agafar una EDO Iimit
també d’'ordre major.



