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Esquema

1. Motivacio del problema
2. L autoadjunt amb un cert producte escalar
3. Decaiment de solucions regulars

4. Optimalitat del decaiment anterior
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1. MOTIVACIO



El problema

Equacio d’ones amb dissipacio forta («a > 0):

Uy — alNuy — Au =0, € x (0,00)

u=0, 092 x (0,00)

= Comportament de les solucions quan « gran?
(regim de sobre-esmorteiment )
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L'analisi espectral mostra dos fenomens interessants:
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L'analisi espectral mostra dos fenomens interessants:

Per tant, tenim el fenomen de sobre-esmorteiment
guan « es fa gran.
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L'analisi espectral mostra dos fenomens interessants:
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L'analisi espectral mostra dos fenomens interessants:

Per tant, tenim el fenomen de sobre-esmorteiment
guan « es fa gran.
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L'analisi espectral mostra dos fenomens interessants:

Per tant, tenim el fenomen de sobre-esmorteiment
guan « es fa gran.
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L'analisi espectral mostra dos fenomens interessants:

Per tant, tenim el fenomen de sobre-esmorteiment
guan « es fa gran.

PREGUNTA: Podem aconseguir un decaiment millor
potser per a solucions mes regulars?

1
e at

Vi

EX.

—-p.5



o C R quan « és gran. I

PREGUNTA: Hi ha algun producte escalar on el problema
sigui autoadjunt ?
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OBJECTIU: Contestar aguestes preguntes per a I'equacio

Uy — aBu; — Au =0, € x (0,00)

per a operadors A, B sota certes condicions.

Resposta : si, quan « és prou gran
(regim de sobre-esmorteiment)
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Incis: sobre-esmorteiment en EDOs

Considerem

y ) d T T
r +axr +kr=0 & E(m’>[/<x’>

Volem un producte escalar on L simetrica.

» Hem trobat un producte on si és possible:
o L o
E 5 1

sempre i quan |a > 2vVk | (sobre-esmorteiment per EDOS)

» Font del nou producte escalar per a 'EDP
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ornem a 'EDP ...

Escrivim I'equacidé com:

amb
L:DL)=DA)xDB)CX —»>X=DB)xH

definit com L = 0 Id .
—A —aB

Inspirats en els resultats per EDOs ...
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2. L AUTOADJUNT



eorema 1
Suposem que

(H1) A B estrictament positius, autoadjunts
| amb resolvent compacta

D(A) C D(B) C D(AY?) continuament,

(H2) (Auqy, Bus)y = (Buy, Aug)y per atot uqy, us € D(A)

(commutativitat ).

(H3) a > 2M (condicio de sobre-esmorteiment )

(on ||AY2ul|,, < M || Bull,,)
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Llavors,

@ [ és autoadjunt amb el nou producte escalar (, ), :

Uq U9 042 1 1
; = — (B’U,l,B’U,Q) — Aiul,Aiug
( ( vl ) ( v ) )E . i ( )H

84

+ (BulaUQ)H+5(/0173“2)7-("‘(/017/02)7-(-

N Q

@ [ és dissipatiu amb aquest producte escalar:

()2 ()
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Comentaris al teorema

a Formalment, és com el producte en el cas d’'EDOs

OéQ 87
CR2_A 2B

TR i

@ Antecedents.

o primer cop que producte escalar on el problema és
autoadjunt

« fenomen d’espectre real quan sobre-esmorteiment ja
observat [D.L.Russell’75, P.Freitas’97].

@ Corol.lari (conegut). L genera un semigrup analitic

(Dem. Quan « gran, L autoadjunt + dissipatiu; quan no,
pertorbacio del cas anterior)
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Comentaris al teorema

a Exemples

« Cas A = B. Condicio de commutativitat es compleix
automaticament i condicid de sobre-esmorteiment passa
quan a > 2/+y/v, on (Au,u)y > v(u,u)y, v >0

« CasH=1%*Q),QCR", A=B=A:

2
u a2
( v ) = g JolAul = fo IVul

= %fQ(Au)v——fQ (A7) + [, [v]?

« Cas A # B complint les hipotesis del teorema:
B=aA+bld, B=Asz,..perdno B =aA+b(z)Id
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Demostracio del teorema

Esquema:

@ Producte ben definit
@ L simetric i invertible amb (, ).

e [ dissipatiuamb (, ),

—p.14



Demostracio del teorema (1)

1. Producte (, ), ben definitiequivalenta (, )y

Volem veure que ||(u,v)"|| . > 0. Ho escrivim i juguem amb els
termes, fins que s’ha de veure que

2 2
8% 8% 2 o
_ _ B >
( 2 4(1—¢) 5) | Bullz =

per0 < e < 1. Com gque

, o’ o’ o’
lim | — — —€) = —
e—0 2 4(1 — 6) 4
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Demostracio del teorema (1)

1. Producte (, ), ben definitiequivalenta (, )y

Volem veure que ||(u,v)"|| . > 0. Ho escrivim i juguem amb els
termes, fins que s’ha de veure que

2 2
87 « 2 2
« — &) |Bul? >
(% - s ) Il >

per0 < e < 1. Com gque

2 2 2
o o o
é%(z 41— ¢) 5)

N2
Aﬁu‘
H

k cert si (H3), sobre-esmorteiment
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Demostracio del teorema (1)

1. Producte (, ), ben definitiequivalenta (, )y

Volem veure que ||(u,v)"|| . > 0. Ho escrivim i juguem amb els
termes, fins que s’ha de veure que

2 2
8% 8% 2 o
_ _ B >
( 2 4(1—¢) 5) | Bullz =

per0 < e < 1. Com gque

2 2 2
87 87 87
B ( > 41 —¢) 5)

N2
Aﬁu‘
H

k cert si (H3), sobre-esmorteiment

Usant també la inclusié continua D(B) C D(AY?), (H1),
ja ho hem demostrat (amb aixo també veiem que equivalent
al producte habitual (, )). v
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Demostracio del teorema (ll)

2.1. L simetricamb (, ),

Volem veure que

(o)) (0 )= )),

Escrivim aguests productes:
tot va bé perque A, B son autoadjunts (H1) .

L’'Unic terme conflictiu és:

((Auy, Bug),, =" ((Buy, Aug ),y
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Demostracio del teorema (ll)

2.1. L simetricamb (, ),

Volem veure que

(o)) (0 )= )),

Escrivim aguests productes:
tot va bé perque A, B son autoadjunts (H1) .

L’'Unic terme conflictiu és:

( (Aul, BUQ )H — ( (Bul, AUQ )H
L cert si (H2), commutativitat
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Demostracio del teorema (ll)

2.2. L invertible

El problema a invertir és

() (2)

gue és invertible ja que A és estrictament positiu (H1)

Per tant, L eés autoadjuntamb (, ), | v
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Demostracio del teorema (llI)

3. L és dissipatiuamb (, ),

Volem veure
U U
v v
E

Escrivint-ho, acaba essent equivalent a veure que

(Re (Au,v),,)? < %(BU,U)H-(AU,BU)H
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Demostracio del teorema (llI)

3. L és dissipatiuamb (, ),

Volem veure
U U
v v
E

Escrivint-ho, acaba essent equivalent a veure que

2

(Re (Au,v),,)? < %(BU,U)H-(AU,BU)H

Per veure-ho, calen dos lemes

@ Lemal (A%u,u) < M (Bu,u ).

H

@ Lema? (A%ul,Bug) = (Bul,A%ug) :
H H

Certs si base comuna de funcions propies per Ai B ,i(H3) V.
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3. DECAIMENT DE

SOLUCIONS REGULARS
(CAS A = B)



eorema 2

Considerem wu;; + aAuy + Au = 0 tal que
@ mateixes hipotesis del teorema 1

e o(A)={\.}, vaps de multiplicitat finita, amb )\, — oo, i les
funcions propies corresponents completes en 'H
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eorema 2

Considerem wu;; + aAuy + Au = 0 tal que
@ mateixes hipotesis del teorema 1

e o(A)={\.}, vaps de multiplicitat finita, amb )\, — oo, i les
funcions propies corresponents completes en 'H

Aleshores:

1
< e ot

@ engeneral, |[e"| ;) <

Q_ pero, peracada~ > 0, Si
(u(0),v(0)" € R, = {(u,v) € D(A) x H, aAu+v € D(A7/2)}

llavors 1,
Lt e «
e e, ) < K =

(decaiment exponencial-polinomial  per a solucions
mes regulars)



Comentaris al teorema

@ Fenomen de sobre-esmorteiment si només decaiment
exponencial
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Comentaris al teorema

@ Fenomen de sobre-esmorteiment si només decaiment
exponencial

@ Decaiment: interessant des del punt de vista del control
( ~ velocitat de control.labilitat / taxa d’estabilitzacio )
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Comentaris al teorema

@ Fenomen de sobre-esmorteiment si només decaiment
exponencial

@ Decaiment: interessant des del punt de vista del control
( ~ velocitat de control.labilitat / taxa d’estabilitzacio )

@ Antecedents
o« Decaiment polinomial per a solucions regulars,

pero no exponencial-polinomial
« Diferents metodes

desigualtats d’observabilitat
(Ex. Lebeau & Zuazua’99, Muioz-Rivera & Racke’01,

Rao & Wehbe’05, ...)
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Comentaris al teorema

@ Fenomen de sobre-esmorteiment si només decaiment
exponencial

@ Decaiment: interessant des del punt de vista del control
( ~ velocitat de control.labilitat / taxa d’estabilitzacio )

@ Antecedents

o« Decaiment polinomial per a solucions regulars,
pero no exponencial-polinomial

o Diferents metodes :

analisi espectral | acotacions de la resolvent
(Ex. Liu & Rao’05, Batkai et al.’06, Muioz-Rivera & Quintanilla’08, ...)
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Comentaris al teorema

@ Fenomen de sobre-esmorteiment si només decaiment
exponencial

@ Decaiment: interessant des del punt de vista del control
( ~ velocitat de control.labilitat / taxa d’estabilitzacio )

@ Antecedents

o« Decaiment polinomial per a solucions regulars,
pero no exponencial-polinomial

o Diferents metodes :

bases de Riesz (Ex. Littman & Liu’99, Zhang & Zuazua’'03, ...)

(nostre: propietat semblant usant que L autoadjunt)
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Demostracio del teorema (1)

Caracteritzacio de vaps/fups de L

Tenim o(A) = {\,}, A, — 400, amb funcions propies {¢, }
completes en ‘H. Llavors,

Q (L) C (—o0,—1/a] itenim dues successions de vaps de L:

e —(/A2a? — 4,

:LLn_ 2 7 — 00

— A\, + \/)\%oﬂ — 4\, 1

Q_ Les funcions propies de L, < f"’ ) , SOn completes en X.
/’Ln SOTL

(Obs. Si A # B es complica aquesta caracteritzacio)
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Demostracio del teorema (lIl)

N
Com que L autoadjunt , tenim una base de funcions propies {e*}
ortonormals en (, ). Per tant, si tenim la condicio inicial

o0
— — —

U0) =) anel + Z bne,
1

n=

llavors la solucio ve donada per

ﬁ(t) = iane“”t A Zb e“”
n=1

D’on,

[T

©. @) ©. @)
_ Z ‘an‘ZQZ,u;tt 4 Z ‘bn‘ZQQ,u;t
n=1 n=1
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Juguem amb els termes i tenim

(Z—%Y)'(jl[zd?i i ’bi )]7>.6t§t'

Intuitivament, aixo és cert si

Pt (c.d) € D (—L 1 [d) )



Com ho veiem?

Desenvolupant-ho tot en series en termes de ),
hem d’estudiar la convergencia de :

2&_ 71
E a,| > ) [ +O(>\n>]

n=1

és a dir, hem de veure quan

i (\an])\ ) < 00

n=1
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Ho hem escrit quan la condicio inicial donada en la base de fups
ortonormals en (, )z:

o — V2 P
V(a2 —4N) \ Haen

Pero va millor escriure-ho en una altra base:

(7) (%)

Escrivim a,, en termes dels coeficients en la nova base, «,,, (,:

o _Ckn:u; —|_ 677,

a, =
V2
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Podem veure que és suficient estudiar quan

@)

YN\ 2
Z (\oz)\nozn + G, )\%) < 00.

n=1

Tenim convergencia si la condicio inicial compleix que
aAu(0) + v(0) € D(A/?)

és a dir, si

{(u,v) € D(A) x H, aAu+v € D(A7/?)}

(Obs. Condicio "equivalent"a la que hem trobat intuitivament)
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4. OPTIMALITAT

DEL DECAIMENT
ANTERIOR



eorema 3

Sota les hipotesis anteriors, el decaiment si la condicié inicial
esta en R, €s optim en el sentit seglient: no existeixen

G: R, — [0,00)

¢ :10,00) — [0, 00) amb ¢(t) — 0 quan t — o0

B

tals que
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Comentaris al teorema

e Optimalitat en R, en conjunt,
pero potser millor decaiment per a certs elements de R,.

@ Antecedents: en general, no massa per a aquests tipus de
problemes (i no guan decaiment exponencial-polinomial).

(Dels anteriors, només en Zhang & Zuazua’'03;
en Liu & Rao’05 es comenta que no decaiment optim)
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Demostracio del teorema 3

Suposem gue si, és a dir, que tenim G, ¢ tals que

. . t3eut , .
és a dir, 'operador —— ¢’ € L(R,, X) és unif. acotat

o(t)

(pel teorema de Banach-Steinhaus):

—

OIGEL U(t)HX < KH?(O)

o(t)

Ry

per a tot (_f(()) cR,,t>0.
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Demostracio del teorema 3

Suposem gue si, és a dir, que tenim G, ¢ tals que

. . t3eut , .
és a dir, 'operador —— ¢’ € L(R,, X) és unif. acotat

o(t)

(pel teorema de Banach-Steinhaus):

—

OIGE U(t)HX < KHU’(O)‘

o(t)

Ry

per a tot (_f(()) cR,,t>0.

= trobarem c.i. i t, — oo que ens ho contradiran .



@ Familia de condicions inicials

Trobem mmcn( o )tq RO

n rn

— 1 Pn
T’n/ (O) — X +
(O 41) + AE (@ + pi) \ 2
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@ Familia de condicions inicials

Trobem 7, (0) = ¢, ( f” ) ta |7 (0)]| 5, = 1.

n rn

— 1 Pn
T’n/ (O) — X +
(O 41) + AE (@ + pi) \ 2

@ Successiode t, — o0
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Escrivim (&) per a aguestes condicions inicials | aguests temps:

tFent (_f(t)H <K Hﬁ(())‘ 0
X R,
Y
tr eat |7 ()| < K -1 (t)
Y
o + ~
t2ealn An F 1o e 3e < Ko(ty)

(A + ) + Ak (adn + )

Clarament, lim (K¢(t,)) = 0. | 'esquerra ?

n—oo
-p.33



Desenvolupament en series en termes de \,, — oo:

a3V 14 1 a3 /4
esquerra ~~ + O 00—

o An o

Per tant, quan n — oo tenim que de (&) es dedueix gque

2
&37 /4

<0, a > 0] CONTRADICCIO !l

@
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Desenvolupament en series en termes de \,, — oo:

C¥372/4 1 Cy372/4
esquerra ~~ + O 00—
o An o

Per tant, quan n — oo tenim que de (&) es dedueix gque

2
C¥37 /4

<0, a > 0] CONTRADICCIO !l

@

Per tant, queda demostrada
'optimalitat del decreixement en R, v'.
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