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0.1 Dades d’identificacio:
1. Doctorand: Marta Pellicer 1 Sabadi

2. Director de tesi i tutor: Joan Sold de Morales 1 Rubié

0.2 Resum del projecte de tesi.

L’objectiu de la primera fase, és modelitzar i estudiar el comportament del
sistema fisic format per una molla viscoelastica, fixa en un extrem i subjecta
a una massa en l’altre, i per un amortidor, que actua sobre el moviment de la
molla a través d’aquesta massa. Es proposa com a model d’aquest dispositiu
la segiient equacio en derivades parcials:

Upp — Ugy — QAUgee =0, 0 < x <1
u(0,t) =0
u(1,t) = —¢ [ug(1,t) + auw(1,t) + ru(1, )]

on u = u(x,t). Es una equaci6 en derivades parcials lineal amb condicions
de contorn dinamiques que depen dels parametres a > 0, >01i7r > 0.

Sabem que classicament el moviment d’una molla amb dissipacié interna
s’ha modelitzat mitjancant 'equacié diferencial ordinaria mu”(t) + ru'(t) +
ku(t) = 0. El nostre proposit en aquest treball és estudiar el model alternatiu
proposat en termes de « i € i decidir en quins casos 'equacié en derivades
parcials té com a [imit, en un sentit que precisarem, ’equacio diferencial
ordinaria. Veurem que aquest fet estara fortament relacionat amb 'existencia
o no d’'un subconjunt finit de wvalors propis dominants.

En una propera fase de la tesi, es preten generalitzar el model per un
sistema no lineal. Concretament, el sistema en quée es pensa és 'anterior
molla-massa-amortidor com a bra¢ d’un pendol sotmes a una certa friccié.
Es discutira un model valid en aquest cas no lineal, comparant-lo amb alguns
models existents en equacions diferencials ordinaries per a aquests tipus de
sistemes. En aquest sentit, s’estudiara el paper de les varietats invariants
atractores que, presumiblement, faran el paper que els valors propis domi-
nants feien en el cas lineal.
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0.3 Antecedents.

Una versio de 'equacio d’ones amb dissipacio forta i condicions de contorn
dinamiques que s’estudia en la part lineal del problema, ja havia estat pro-
posada anteriorment per M. Grobbelaar-van Dalsen (veure [GR]):

Ugp — Uge — Uige = 0, O <z <1
u(0,t) =0, u(0,t) =0

utt(lv t) + uw(lat) + utac(l7t) =0

Concretament, I'autora formula en termes d’operadors 'equacio per o =
e =11ir =0 (amb la nostra notacié) i demostra l'existencia d'un semigrup
analitic per a I'operador associat, sense entrar excessivament en la modelit-
zacio o sentit fisic de les equacions i els resultats. En aquest treball, Grobbe-
laar fa referencia als resultats de P. Massat (veure [M]) introduia pel que fa
a l'estudi de la generacié de semigrups analitics per part de determinats ope-
radors semilineals amb dissipacio forta, resultats que seran utilitzats també
per nosaltres en aquest sentit (veure el capitol 3).

uy +aAug + Au = f(t,u,uy)

Operadors amb dissipacio forta, pero condicions de Neumann homogenies,
son estudiats també en el treball de N. Consul i J. Sola-Morales, des d’un
punt de vista de l'estabilitat dels seus equilibris.

Pel que fa a les condicions de contorn dinamiques en equacions hiperboliques
(no amb dissipaci6 forta), podem trobar-ne referéncies en autors com A. Frei-
ria Neves i O. Lopes (veure [L]) o, des d'un punt de vista de teoria de control,
apareixen en treballs d’autors com E. Zuazua o C.M. Castro. També en equa-
cions paraboliques podriem citar autors com J. von Below ([Be-C]).

En aquest treball també s’utilitza fortament les teories classiques de se-
migrups i de pertorbacions d’operadors, amb referencies a autors com Pazy
([P]), Kato [K], Henry ([H]) o Gohberg i Krejn ([G-K]). Des d’'un punt de
vista més fisic, hi seran també presents els models classics de viscoelasticitat,
aixi com la teoria de models reologics (veure Davis, [D]).

Com a referencia per al treball no lineal futur, podriem citar el treball de
A.N. Carvalho i G. Lozada-Cruz, en [Ca-L].
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0.4 Objectius de la tesi.

L’objectiu principal de la tesi és el de relacionar els models classics discrets
(models en equacions diferencials ordinaries) amb models continus en deriva-
des parcials per a certs sistemes viscoelastics. Aquests models es proposaran
i deduiran tant en la versié lineal del problema (que és la que es presenta en
aquest projecte) com en la no lineal (en procés).

Les eines principals per a aquesta comparaci6 i analisi sén els valors pro-
pis dominants, en el cas lineal, i, presumiblement, les varietats invariants
atractores en el cas no lineal.

0.5 Pla de treball i calendari.

Del Setembre al Desembre del 2002, es pretén acabar alguns detalls de la
versio lineal del problema, aixi com la redaccié d'un article per a aquest cas.
S’exposaran els resultats obtinguts en el seminari Equacions en Derivades
Parcials i Aplicacions

Durant l’any 2003, de Gener a Desembre, es treballara en la versié no
lineal del problema: modelitzacié i entorn funcional, estudi del paper de
les varietats invariants atractores pel cas no lineal, comparacié amb alguns
models classics en equacions diferencials ordinaries, ... Es preveu acabar
aquesta fase a finals del 2003.

0.6 Estat de ’art: model lineal de suspensio-
amortiment.

L’estat actual del treball és la versi6 lineal del problema, que s’estudia a
continuacio.
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Capitol 1

Modelitzacio.

1.1 Introduccié.

El proposit d’aquest treball és modelitzar i analitzar el moviment d'un sis-
tema molla-massa o de suspensié-amortiment.

Aquests sistemes, que explicarem amb detall més endavant i que tenen
importancia, per exemple, en 'automocié, estan formats per un dispositiu
visco-elastic o elastic (una molla amb o sense dissipaci6 interna) i un disposi-
tiu dissipatiu o viscds (un amortidor). L’aproximacié classicament utilitzada
com a model del moviment en aquest tipus de sistemes és |’ equacio diferencial
ordinaria de les oscil.lacions for¢cades esmorteides

2

m%u(t} = —ku(t) — r%u(t) + P(t) (1.1)
on m és la massa, k el coeficient de recuperacié, r el de 'amortiment i ®(¢)
una forga externa aplicada a la massa.

Aquest model considera la molla com un medi discret i no com un medi
continu. En aquest segon cas el moviment depen de cada punt i, per tant, es
consideren les possibles diferencies en la deformacio interna de la molla, com
indica la figura 1.1. Aix0 ens porta a pensar en una equacid en derivades
parcials com a possible model per al nostre sistema.

Tot i mirar-nos el problema des d’una optica continua, aquest enfoc no
és tan diferent del classic, almenys en alguns casos. De fet, el nostre objec-
tiu sera demostrar sota quines condicions el model en equacions diferencials
ordinaries és limit, en algun sentit, del model en derivades parcials.

13
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Figura 1.1: Dibuix EDO-EDP

1.2 El model.

Per a fixar idees, pensarem en els sistemes de suspensié-amortiment que
podem trobar, per exemple, en els cotxes (amortidors en general) o també en
alguns edificis per tal d’esmorteir els moviments sismics. Aquests sistemes
estan formats per una molla (o dispositiu visco-elastic) i un amortidor (o
dispositiu viscds), que actua sobre la molla a través d'una massa, (la roda)
situada a I’extrem, esmorteint el moviment total del sistema: en ’automobil
aixo permet un major control i comoditat en la conduccio.

Denotem per u(zx,t) el desplagament (posicié a temps ¢ menys posici6
de referencia) d’una molla, amb origen x = 0, on esta fixada a una paret
immobil. Es a dir, xg + u(zo,to) és la posicié a temps t = t, de la particula
de la molla que en equilibri ocupa la posicié x = zy. I suposem que en x = L,
que és la longitud de la molla, aquesta esta soldada a una massa rigida m
en possible moviment longitudinal i sense deformacié interna, sobre la qual
actuen les forces visco-elastiques de la molla i les viscoses de 'amortidor, que
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també hi esta soldat. El model matematic d’aquesta situacié sera deduit en
les seccions 1.2.2 i 1.2.4, on s’obtindra el sistema seglient:

Ugp — Uge — QU = 0, 0< <1
(1.2) u(0,t) =0
up(1,t) = —¢ [ug(1,t) + auw(1,t) + ru(1,1)]

on o > 0 fa el paper del coeficient de dissipacié interna de la molla, r > 0
el del coeficient de viscositat de I'amortidor i € > 0 depen de la densitat,
la massa i la longitud del sistema (vegi’s 'apartat 1.2.3). Observem que es
tracta d’'una equaci6é d’ones amb dissipacié forta tant en ’equacié com en els
condicions de contorn, que sén dinamiques. Aixo ens modelitza la viscositat
en l'interior i en l'extrem de la molla. Aquest model ja va apareixer uns
valors fixats per als parametres 1 = 0 i @ = ¢ = 1 a [GR], tot i que no
entrava amb detall en la deduccié del model.

Una generalitzacié d’aquest model consisteix en considerar una forga ex-
terna ®(t) aplicada a la massa. En aquest cas, el model resultant és similar
a ’anterior:

Up — Ugy — QAUger = 0, 0 < x <1
(1.3) u(0,t) =0

u(1,t) = —¢ [ur(1,t) + auw(1,t) + ru(1,t) — (t)]

Pero nosaltres ens centrarem, d’entrada, en el cas 1.2

1.2.1 Descripcié del problema: funcionament fisic del
sistema en ’automobil.

En el cas dels cotxes, el medi visco-elastic s’encarrega d’absorbir el canvi de
forca que es produeix en les rodes quan frenem, accelerem o quan la carretera
és irregular: en qualsevol d’aquestes situacions es produeix un desplacament
de pes en el vehicle, canviant la forca que s’exerceix en les rodes.
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Per evitar la perdua d’adherencia de les rodes amb el terra, la molla es
comprimira o dilatara, absorbint amb aquesta accié el canvi de forca.

El paper de 'amortidor (medi viscds) esta en oferir resisténcia a I’excessiu
moviment del sistema de suspensié, que per si sol trigaria en aturar-se. L’a-
mortidor controla aquest excessiu moviment a través de la roda, connectada
a I’amortidor i situada a l'extrem de la molla.

Si ens mirem aquest funcionament des del punt de vista del model, el
que tenim és, essencialment, una equacié que modelitza el comportament a
I’anterior del dispositiu i unes condicions de contorn que expliquen 'acci6 de
I’amortidor a 1’extrem.

1.2.2 Deduccid del model: llei de medis continus.

Dins els models dels medis continus més generals que els solids elastics (des-
crits essencialment per la llei de Hooke), ens trobem amb els solids vis-
coelastics, que és com s’anomenen aquells materials que combinen les pro-
pietats d’un solid elastic (medi continu que, un cop deformat, recupera el
seu estat inicial sense pérdua d’energia) amb les d’un fluid newtonia o viscés
(veure [D], pg. 250). Aquestes propietats es manifesten en major o menor
grau depenent de la rapidesa a la que es faci U'experiment ([B-H-W], cap.3)
Les equacions que els governen soén:

e equacio constitutiva d'un medi elastic en un punt x
0e(x0) = Fug(xg)

on o, representa la forga elastica, E és el modul de Young o coeficient
elastic del material i u,, la deformacié relativa del sistema.
La forca elastica que actua sobre el segment a < x < b sera doncs:

b
oe(a,b) = [Eum]g = / Fu,,dx

e També tenim l'equacio constitutiva per a un medi viscds en un punt
Zo
Uv(ﬂfo) = Elutz(xo)
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on o, representa ara la forca viscosa, E; és el coeficient de viscositat
del material i u;,, la velocitat de deformacio relativa del medi.

Com abans, podem considerar la versié continua d’aquesta forca viscosa
que actua sobre l'interval a < x < b:

b
0v<a7 b) = [Elutx]z = / Eruypedx

Per la llei de Newton (balang de quantitat de moviment en medis conti-
nus), la variacio de quantitat de moviment és:

d b
dt J,

d’on s’obté 1'equacio del sistema de suspensiéo amb viscositat interna:

p(x)ugdr = o.(a,b) + o,(a,b)

viscositat de la molla elasticitat de la molla
—— —_—
p(x) uy = By U + Eu,, (1.4)

La condicid de contorn en x = 0 és:

u(0,t) =0 (1.5)

ja que la molla esta fixa a la paret; i aplicant la versié discreta de la llei de
balan¢ de moviments en el punt x = L, obtenim que la forca total en z = L
(en la roda) és igual a la forca exercida per la molla en x = L més la forga
exercida per 'amortidor en x = L

muy(L) = —=0oe(L) = 0u(L) = qui(L)

on q representa el coeficient de friccié de 'amortidor. Aixi,

muy(L,t) = —Fu,(L,t) — By ug (L, t) — qui(L, t) (1.6)

1.2.3 Adimensionalitzacié dels parametres.

Aplicant un canvi de variable adequat a 'equacié 1.4 aconseguim fixar els
parametres de que depen i fer-los adimensionals, és a dir, sense dimensié
fisica. Aquest és un aspecte interessant que s’utilitza sovint en fisica, ja que
és una manera de saber realment quins parametres influeixen en ’equacié i
de quina manera (veure [S], cap. 1).
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Partim de l'equacié 1.4 amb les condicions de contorn 1.5 i 1.6, on els
parametres si tenen dimensié fisica. Efectivament, p(x) és una densitat li-

m
neal i, per tant, té dimensié [f] (m és la massa i L, la longitud), F té

: ., mL . ,oomL. . ., m
dimensié [t—Q] (on t =temps), E; té dimensi6 [—]| i ¢ té dimensi6 [—].
Si ho comprovem, veurem com les dimensions fisiques de les equacions sén
coherents.

El canvi a variables adimensionals que proposem és el segiient:
x
€T —— —
t.JE
p

L
Ara, la longitud de la molla és 1. També proposem el canvi de funcié:

t—

u
u <—— —

L

i, en cas que hi hagi una forga externa,

(I)<—>?

E

I el canvi a parametres adimensionals és:

Substituint les dimensions fisiques de les noves variables, les noves fun-
cions i introduint la notacié amb els nous parametres, veurem que totes
aquestes quantitats ara sén, efectivament, adimensionals.

Amb aquest canvi obtenim l’equacié 1.7, on tant les variables com els
parametres han perdut la dimensié fisica: d’alguna manera hem aconseguit
reduir-nos als parametres realment importants, els que en realitat controlen
el nostre sistema:
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Uy — Ugy — AU =0, 0<x <1
(1.7) u(0,t) =0
u(1,t) = —e [ua(1,t) + au(1,t) + rul, )]

I, en el cas de tenir una forca externa, ens quedaria el sistema segiient:

Upp — Ugy — QAU =0, 0 < x <1
(1.8) ¢ u(0,t)=0
u(1,t) = —e [ur(1,t) + auw(1,t) + ru(1,t) — O(¢)]

Després del canvi de variables, el model ha quedat com una EDP que
depen dels parametres «, € i r, tots ells no negatius; concretament, es tracta
d’una equacié d’ones amb dissipacid forta (controlada per «) provinent de
la dissipaci6 interna de la molla en (0, 1), amb condicié de contorn Dirichlet
homogenia en x = 0 i una condicié de contorn dinamica en z = 1, extrem on
hi ha la roda, on també tenim un terme de dissipaci6 forta (discret) que ve
de la molla i controlat, per tant, per «, i una dissipacio feble controlada per
r que ve de 'accié de 'amortidor. El parametre ¢ depen del pes, la densitat
i la longitud del sistema.

Posteriorment, farem tendir € a zero, deixant « i 7 constants: en termes
dels parametres dimensionals, aixo s’obtindria, per exemple, prenent limits
per m — oo i deixant els altres parametres constants. Igualment, quan fem
tendir « a zero, el que farem és enviar E; a zero (considerarem una molla
amb viscositat interna nul.la), de manera que « sera I"inic parametre afectat.

1.2.4 Deduccié del model: models reologics.

En aquesta seccid seguirem el capitol 6 del Davis ([D]), i el Barnes ([B-H-W]).
Ja hem vist que eren els materials viscoelastics. La idea dels models reologics
mecanics és simular el comportament dels materials viscoelastics lineals mit-
jangant la combinacié d’uns models simples: la molla (spring), que simbo-
litzara Delasticitat, i I’amortidor (dashpot), que representara la viscositat.
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La combinacié d’aquests models en série i/o en paral.lel déna lloc al que
es coneix com models reologics mecanics i pretén ser un model virtual del
comportament viscoelastic del material, que no té perque estar construit
per molles i amortidors. En certa manera, aquests models sén una discretit-
zacié a unitats elementals elastiques i viscoses d'un medi continu viscoelastic,
portada després a un nivell diferencial (farem el limit d’infinits sistemes d’a-
quest tipus). Es una altra manera, en el fons analoga a la classica, d’enfocar
el nostre model. En general, parlem de reologia com la ciencia que estudia
la deformacié i flux dels materials (utilitzada en estudi de plastics, pintures,
tintes per impressio ...).

En aquest tipus de models es representa 'elasticitat per una molla (veure
la figura 1.2), que té per equacié constitutiva

o.=Fe. (1.9)

on o, és la tensié elastica o elastic stress, E és el modul de Young (constant
d’elasticitat del material) i e., la deformacié elastica relativa o elastic strain,
tot i que en aquests models o i € sén utilitzats de manera analoga a forca i
extensié ([T], pg. 26)

Figura 1.2: Model purament elastic

El comportament viscés es modelitza mitjancant un amortidor, represen-
tat tipicament per un pisté que es mou en un cilindre amb liquid (veure la
figura 1.3). La seva equacid constitutiva és:

o, = Fy €, (1.10)
on F, és la viscositat i €, és la velocitat de deformacié viscosa o strain rate
. d
(=)
Aquests dos elements es poden connectar en serie o en paral.lel, donant
lloc, mitjancant totes les combinacions possibles, als diferents models. De
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E
=

/

Figura 1.3: Model purament viscos

fet, aquests dos tipus de combinacions responen a dos fenomens fisics con-
crets dels materials viscoelastics (stress relaxation i creeping) ([D], pg.252),
pero la idea fisica és que en 'acoblament en paral.lel, les deformacions sén
iguals 1 sumem les tensions (veure la figura 1.4 ), i en I'acoblament en serie,
les tensions elastica i viscosa sén iguals i se sumen les deformacions (veure la
figura 1.5). Les possibles combinacions sén infinites, pero veurem alguns mo-
dels reologics classics (versié discreta), aixi com la deduccié de les equacions
d’alguns models continus.

1. Model de Kelvin-Voigt.

Aquest model consisteix en una combinacié molla-amortidor en pa-
ral.lel (veure [D]), tal i com s’indica en la figura 1.4

O =0, + 0y,

€ =€, =&,

Figura 1.4: Model de Kelvin-Voigt

L’acoblament en paral.lel es tradueix a:

€e = Ey =€
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O +0, =0

Com que tenim 1.9 1 1.10, el model de K-V és:

o=FE¢é¢+FEe (1.11)
2. Model de Maxwell.
Es la mateixa idea que al model anterior, pero acoblant els dos elements

en serie (veure [D]), tal i com indica la figura 1.5

E=Ec Tt &y

i

Figura 1.5: Model de Maxwell

En aquest cas,

O =0,=0

EetEy=¢€
de manera que '’equacié del model de Maxwell és ’equaci6 diferencial:

o o
= — 4+ — 1.12
SETE (1.12)
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Oi, &

Figura 1.6: Model de Kelvin-Voigt continu

3. Equacié d’ones amb dissipacié forta o Kelvin-Voigt continu.

Tenim un material que, a nivell diferencial, el podem pensar com una
successi6 de sistemes de Kelvin-Voigt acoblats en serie entre ells (el nos-
tre medi continu es pot pensar com a limit d’aquest sistema discret).
Com que la connexié és en serie, la tensié que suporta cada unitat inte-
rior es dedueix igual per a totes. En el sistema i-essim tenim 1’equacio
1.11:

Ui:Eléi+E€i

Fent balang de forces entre el sistema i-essim i el (i+1)-essim tenim que
la forca total aplicada a m; és 0,41 — 0y, i

d2
mi o ui(t) = 0ip1 — 0y
on u;(t) és el desplagament i-essim. Escrivint la massa en termes de la

longitud i la densitat del sistema, tenim que:
m; = p; h
d’on:

d2

Pi h— u,(t) = (E1 éi-i—l + E{Si_;,_l) - (El 51 + EQ)

= FEi [€iy1— &)+ E [gip1 — €l

La deformacié relativa en un medi discret la podem escriure en termes
del desplagament com variacié del desplagcament en el sistema partit
per la longitud. En aquest cas tenim:
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Ui — Uj—1
€= —-—
h
que substituint-ho en '’equacié anterior:
dQ'LLi t d (% — 27,% Ui— U; — QUZ Ui—
dt dt h h

Si prenem el limit del model diferencial considerant infinits sistemes
de Kelvin-Voigt, el que fem és passar de sistema discret a continu fent
que h — 0, de manera que el limit del quocient en diferencies finites
no és res més que la versio discreta de la segona derivada espacial del
desplagament:

iy it~ 2u; +uiy ()
hHO h2 1)xT

quedant ’equacio del desplacament en el punt i-essim:

Pi (ui)tt - El (uz)xmt + E(“z)xz

i, per tant, en qualsevol punt interior del sistema tenim:

() U (2, 1) = By Uggy(x, 1) + Euge(z, ) (1.13)

Observem que, de fet, es tracta de la nostra equacié abans d’adimen-
sionalitzar (veure equacié 1.4), cosa que ens déna ja una idea de com
discretitzar el nostre sistema molla-massa.

. Equacié d’ones amb dissipacio feble o Maxwell continu.

L’equaci6 d’ones amb dissipacio feble, molt més estudiada que la dissi-
pacié forta, també es pot deduir utilitzant la teoria de models reologics.

Pensem-ho com un material que, a nivell diferencial, es pot escriure
com una successio de sistemes de Maxwell connectats entre ells en serie
(altre cop pensem un medi continu com a limit d’aquest sistema discret)

En cadascun dels sistemes tenim, de 'equaci6é de Maxwell (veure equaci6
1.12), que podem escriure com:
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Figura 1.7: Model de Maxwell continu

.0

També fent balang de forces en una massa m; qualsevol, tenim que la
forca total aplicada a m; és, com abans:

dt?
d’on, substituint les tensions per la seva expressio anterior, tenim:

m; =041 — 05

pi h a2 = E1(5i+1 - 52') - fl (0i+1 - 0z’)
FE d?

= Bi(Ein — &) — 5 (i 250(t))

Elpzh
E

= Ei(i1 — &) — (wi) et

Escrivint la deformacié en termes del desplacament, tenim:

pih (wi)y = Er —( = A 1) — lE P (i) et

dt

Dividint per A i prenent limits per A — 0 tenim:

d E1 Pi
Pi Ut 1 ; (U )

de manera que I’equacié del moviment en un punt qualsevol del sistema:

(ui)ttt

Eiplz
120; ) Ut

p(x) Uy = B Uggy —
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Si volem, integrant respecte ¢t a banda i banda el que tenim és:

E; E;

- Uit = ——<

E p(x)
amb F(x) qualsevol, que podem suposar, sense perdua de generalitat,

igual a zero (veure [D], cap.6). Tenim, doncs, deduida ’equacié d’ones
amb dissipacié feble:

Uz — U + F ()

— Ugy — Uy (1.14)

. Equacié d’ones amb dissipacié forta i condicions de contorn

dinamiques: el nostre cas.

Ja hem vist que I'equacié amb dimensions del desplacament en un punt
interior del nostre sistema molla-massa és la mateixa que la del medi
Kelvin-Voigt continu, que ens representa la discretitzacié de la molla
com a sistema viscoelastic. Pero ens falten les condicions de contorn.
Pensem doncs en un material tal que, a nivell diferencial, es pugui
pensar en l'interior com una successio en serie de sistemes de Kelvin-
Voigt, I'altim dels quals esta acoblat en paral.lel amb un amortidor, tal
i com indica la figura 1.8. El sistema esta connectat a una massa en
aquest extrem (la roda), que no té deformacions internes.

Oi, &

%%@%m

na

Figura 1.8: Model diferencial del nostre sistema molla-massa
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Aquest sistema té com a equacié del moviment en qualsevol punt inte-
rior I'equacié 1.13, i com a condicié de contorn en x = 0, la Dirichlet
homogenia. Falta la condicié en z = L, en la qual només intervenen
I'dltim dels sistemes Kelvin-Voigt i I'amortidor ('accié de la resta de
la molla hi és present a través d’aquest ultim sistema KV, ja que estan
connectats en serie entre ells).

Per a fixar els termes, anomenarem o; i ¢; la tensi6 i la deformaci6 en
I"iltima component de KV, que tindra llargada h. Com que, de fet, o;
és la tensi6 total de la molla (connexié en seérie), 'anomenarem oy ; per
contra, la tensié i deformacié en I'amortidor seran, respectivament, o4
i e4. El sistema, de llargada total L esta connectat en aquest extrem
a un massa 1.

L’equacié en la component KV és:

Op = E?EZ‘ + E15z

i la de amortidor:

oA = NAEA

Com que la connexi6 entre ells és en paral.lel, tenim que les tensions
se sumen:

oA+ oy =0

I les deformacions les podem escriure en termes del desplagcament, com
en els casos anteriors, pero ara €; i €4 sén deformacions qualitativament
diferents. Per una banda, ¢; és la deformacié relativa a nivell diferencial
del sistema i-éssim (variacié de desplagament partit per longitud del
sistema) i, per tant:

Uy — Ui—1

g = A

Pero €4 és la deformacio relativa de 'amortidor: com que té una sola
component, la variacié del desplacament és, en aquest cas, el des-
placament en x = L menys el desplacament en = = 0, que és nul:
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u(L)

A = I

Per tant, en termes de u(z,t), les condicions de contorn queden:

o = oatouy
d U(L) U; — Uj—1 d U; — Uj—1
) (5
g (L) B g (P
Com que tenim la massa a 'extrem,
O = —M Ut

tenim

| Eui—uz‘71+77A LB d (u; — ui—q

mu = — —_——t+ —u — [ —
i h L hat h .

Prenent limits per a h — 0 (passem al medi continu), tenim la versié
discreta de la primera derivada espacial:

. Ui — Ui—1 _
%%( h >L_“$(L)
Aixi, la condicié de contorn queda:
mug(L,t) = — (Eu + %“‘ u + By umt> (L, 1) (1.15)

on an és el coeficient de viscositat de 'amortidor, és a dir, el que

nosaltres en la condicié de contorn dimensional 1.6 en deiem g. De
fet, observem que amb aquesta notacid, hem obtingut exactament la
condicié 1.6.
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6. Generalitzacié del cas anterior: la viscositat i ’elasticitat de-
penen del punt.

En aquest cas, tindrem una viscositat (E1); i una elasticitat F; depen-
dents del sistema on ens trobem: aixi, la discretitzacié també s’haura de
fer en aquests coeficients. L’equacio en la component de Kelvin-Voigt
i-essima és:

g; = Eiéi -+ (El)lEZ

Per tant, despés d’aplicar el balang de forces de sempre entre el sistema
i-essim i el (i+1)-éssim, tenim:

Uy — Ui—1 Uiyl — Uy
— A

h

U; — Uj—1
S )

S (B
(E1) - -

)+ Eia

Observem les segiients aproximacions discretes, per diferencies enda-
vant dos cops:

(E1)is1 (ug)ivr — (E1)i (ug)

(E1(z)ug)y = lim

h—0 h
U; — U; U; — Uj—
T A L
- h

Per tant, de fet el que teniem si fem limits per h — 0 és:

pl)uy = (Er(2) ty)or + (E(7) us)

que desenvolupada és la nostra, pero amb dos termes afegits:

p(x)uy = Ey(2) Ugar + (E1)2(2) U + E(2) Ugy + Ep(x) uy
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1.3 Valors propis dominants i reduccié a equa-
cions diferencials ordinaries.

Considerem I'equacié d’evolucid

d
Ex(t) = Bux(t) (1.16)

on B és un operador en un espai X de dimensié infinita amb espectre o(B).

Definicié 1 Suposem que o(B) conté k valors propis aillats, de multiplicitat
algebraica finita, Ay, ..., Ay (repetits segons la multiplicitat) i que existeixen
dues constants wy, wy € R tals que

Red<wy <wi < Rel; Vi=1,...,k, V/\GO'(B>\{/\1,,/\]€}

En aquest cas direm que ['operador B admet un subconjunt finit de valors
propis dominants {\,- -+, A\ }.

Quan tenim aquesta situacié, podem separar l’espectre en dues parts
01 1 09 (en lapartat 3.2 tractarem aquest tema amb més detall), on o7 =
{A, -, M p 1o = a(B)\ {\1,- -+, A}, de manera que o(B) = o1 U 0.
A aquesta descomposicié de 'espectre va associada una descomposicié de
I’espai total X
X=X A

essent I'operador B invariant sobre cada subespai. Aixi, I'operador B restrin-
git al subespai X}, que denotem per By = B |x,, és un operador de dimensié
finita; i By = B |x,, la restricci6 de B al subespai X,, és de dimensié infinita.
I els espectres sén o(By) = 01 i 0(Bs) = 09.

Aixi, tota solucié de 1.16 es pot escriure com:

2(t) = w1(t) + 2 (1)

on z1(t) € Xy i x9(t) € Ay. De fet, si ens mirem les equacions d’evolucié
donades pels operadors projectats B i By tenim, per una banda, que x(t)

és solucié de:

d
yn 21(t) = Brx:1(2) (1.17)
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que, com que B; és de dimensié finita, és una equacié diferencial ordinaria de
solucié z1(t) = e* P 21(0). Per l'altra banda, 'operador de dimensi6 infinita
ens déna 'equacié d’evolucio:
d

que té per solucié xy(t) = B2 x5(0).

Suposem a més que 'operador B és generador infinitessimal d’un semi-
grup analitic. En aquest cas, també ho sera l'operador By, de manera que
podem acotar les solucions de la manera segiient:

lz1 ([ = [le* ™ 21 (0)[| = My e 21 (0)]], t >0 (1.19)
ja que By és de dimensid finita i Re A > wy VA € oy, i

lz2 ()] = lle*?2 22(0)[| < My e"||z2(0)], ¢ = 0 (1.20)
ja que B, genera un semigrup analitic i Re A < wg VA € 0s.

Teorema 2 Suposem que B és un operador de dimensio infinita, que ge-
nera un semigrup analitic © que admet un subconjunt finit de valors propis
dominants. Sigui x(t) = x1(t) + xa(t) solucid de l'equacid d’evolucid 1.16,
amb x1(t) € Xy 1 25(t) € Xy, amb condicions inicials ©(0) = x1(0) + x2(0) 1
x1(0) # 0. Llavors, es compleiz que:

o lat) = @)

=0
=0z (t)]]

Observacié 3 En aquest cas, és raonable dir que [’equacio d’evolucio de
dimensio infinita ' = Bx té com a limit quan t — oo ['equacid diferencial
ordinaria ©y = By x1.

Demostracio. Observem abans de res que, degut a I’equivalencia de nor-
mes, tenim la relacio:

C1 ([|lza]] + Jo2) < lz]] < Co (||| + [J22]])
Aixi,

l2(t) = 1 (@) 2@ [E210ll
FO1 = G (@l + [0 = Gllea0)]
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Per les desigualtats 1.19 i 1.20:

|2z2(1)]] Mye='lza(0)| My |lza(0)]] ol
Cy o ()| = Cy Mye“rt|zy(0)||  Cy My||lz1(0)]]

U.)wal) t

wgfu}l) t

Com que wy < wy, tenim e — 0, de manera que:
t—o0

e) — @)
P I



Capitol 2

Mbolla elastica perfecta 6 a =0

Ens fixarem ara en el cas a = 0, és a dir, considerarem nul.la la viscositat
de la molla (no tindra dissipacié interna). Es tracta doncs de 'estudi de
I'equacio:

Uy —Upe =0, O< <1, t>0
w(0,8) =0, t>0

u(1,t) + e uy(1,6) +eru(l,6) =0, t>0
(2.1) u(z,0) =up(x), 0<z<l1

u(z,0) =vp(x), 0<z <1
u(1,0) = n (= uo(1))

[ u(1,0) = p (= vo(1))

on hem afegit ara les condicions inicials i on u = u(x,t), t € [0,00) i els
parametres adimensionals ¢ i 7 sén estrictament positius (per tant, si tindrem
dissipacié provinent de 'accié de 'amortidor). Volem un marc funcional on
plantejar-nos aquesta equacié.

33
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2.1 Plantejament funcional.

Definicié 4 Sigui T : D(T) C H — H un operador lineal no acotat, on H
és un espai de Hilbert. Direm que és un operador monoton si

Re (TV,V)y >0, YV € D(T)
I sera mazximal monoton si, a més, R(I +7T) ="H (veure [B], cap. 7).

El que voldrem és escriure 'equacié 2.1 com una equacié d’evolucié del
tipus:

iV—AV:(), t € 10,00)

(2.2) dt
V(O) = Fo

on l'operador (—A,D(A)) sera maximal monoton (alguns autors parlen de
(A, D(A)) operador dissipatiu). El teorema de Hille-Yosida (o de Lummer-
Phillips, amb D'altra notacié (veure [P])) ens garanteix que, sota aquestes
hipotesis, A genera un semigrup continu de contraccions (de fet, tenim una
correspondencia bijectiva entre els semigrups continus de contraccions i els
operadors maximals monotons ([B])).

Seguint el plantejament de [GR], definirem I'operador de la manera segiient.

En general, per a :
V = ( (u,u(1)) ) € D(A)
v, v

definim:
AV = ( (um’_ggzv(llj)(l)—)erv(l)) )
vor=r=( {uin )
Aixi, per a

= ( o) )

i ’A i Fy anteriors, 'equacié d’ones inicial es pot escriure com una equacié
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d’evoluci6 del tipus que voliem. Pero cal definir els espais on viuen aquests
elements. Per a fer-ho, ens cal primer definir uns espais base, que denotarem
per Xo, X7 1 Xo, on:

Xy = {(u,vy) € H*(0,1) x C, u(1) = ~, u(0) =0}
subespai de H?(0,1) x C,
X, = {(u,7) € H(0,1) x C, u(1) =+, u(0) = 0}
subespai de H'(0,1) x C,
Xo = {(u,7) € L*(0,1) x C}

és a dir, és exactament L?(0,1) x C. Els dotarem dels productes escalars
segiients:

«WMMWWW&ZA%EM

(09,0 D, = [ wide + 297

Observacid 5 Aquests productes escalars son equivalents als habituals dels
espais de Sobolev on estan inclosos (veure el lema 6).

Amb aquestes definicions, els espais naturals on pensar I'operador i el seu
domini son:
DA)=Xox X7 CH
H = X1 X XO

i H és un espai de Hilbert amb el producte escalar:

<(WﬂﬂV)Cgﬁgﬁ>H:uwmmMmmm»&+uwwmm%n%

(an ’70)

Lema 6 FEls productes escalars que hem definit en X1 © Xo son equivalents
als productes habituals en H' x C i L? x C, respectivament.
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Demostracid. a) Sigui uw € H'(0,1), u(0) = 0. Vegem que
1 1
/ lu|* dz < C’/ [ug|? dz amb C > 0
0 0
En particular, en aquest espai, les normes || w || g1 1 || u, ||z2 sén equivalents.
Efectivament. Recordem que C1(0,1) = H'(0,1) C C[0,1]. Podem pren-

dre una successi6 i, € C'(0,1) que aproximi u € H'(0,1), u(0) = 0. En
particular, si T' és 'operador traga, tenim:

| T — T || 1 o017 < || Ui — || — 0

d’on 1, (0) — 0. Prenem ara u,(x) = u,(x) — u,(0). Tenim u, € C'(0,1) i
un(0) = 0 i, com que 1,(0) — 0, també és cert que u,(x) aproximen u en
H'(0,1). Per a aquestes funcions podem escriure:

d’on tenim que Un 2 < || o 2 1, en particular, es compleix ’enunciat
L2 > n IL? 4 )
per a aquestes funcions:

|t |2 < ||, ||z, Vun € CH(0,1), u,(0) =0
i, per tant:
| wn || < C ||, ||z, Yun € Cl(O,l), u,(0) =0

Utilitzant aquesta acotacid, ho veurem per a les funcions que ens interes-
sen, ja que:
e <M un =g+ | s [

< —ullm +C Ly 2 <l wn =l +C | uy, = [z +C | ' [|z2
Prenent limits per n — oo, tenim ja que:
[l < Cllw' | r2

b) Per tant, el producte escalar habitual de H' x C:

{ (u,u(1)), (v,v(1)) Yarixc —/0 (W0 + u, ) dx + u(l)v(l)
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és equivalent a:

C(u,u(1)), (v,0(1)) ) :/0 w s dr + u(1)o(l)

quan u(0) = v(0) = 0. Ens queda veure I'equivaléncia amb el producte

escalar a X;. Pero,
1 1
[t < [P+ P
0 0

Tornant a usar aproximacions tipus u,(z) s’obté que | u(1) |< ( fol |ux|2>

1 1
/ a2 + [u(D)? < K / g2
0 0

c¢) Comprovar que la norma a X, equival a la de L? x C és directe per
e > 0. O

1
2
)

d’on

Teorema 7 L’operador (—A, D(A)) és mazximal mondton.

Demostracio.
a) Vegem primer que —A és monoton, és a dir, que:

Re (—AV,V)y >0, VV = < 8585)) ) € D(A)

Només escrivint qui és 'operador i integrant per parts tenim:

Re(—AV,V)y =
= Re [((—=v,—v(1)), (w,u(1))x, + ((—Uaa; eua(1) + er0(1)), (v,0(1)) ) x| =
1 - 1 ~ 1 L N
= Re {/0 —V, Uy dz +/0 —Ug, Ddr + g(sux(l)v(l) + ero()]?)] =
= r(1)]*>0

d’on tenim que, efectivament, —A és monoton.
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b) Ens falta veure que —A és maximal monoton, és a dir, que també es
compleix que R(—A + Id) = H o, en altres termes, que

VE = ( UE;?%» > eH, IV = ( 23583 ) € D(A)

tal que
V—-AV =F

Si ho escrivim, tenim que s’ha de complir que:

( (v, v(1)) ) " ( (—Usa, EUL(1) +erv(1)) ) B ( (9,0) )
Igualant terme a terme, es tracta de trobar u € H%(0,1) i v € H'(0,1) tals
que:

u—v=f
V—=Uge = G
v(1) +euy(l)+erv(l) =0

amb u(0) = 01v(0) =0,iamb f € H'(0,1), g € L?(0,1) i b € C donades.
Usant la primera relacio, expressarem l'anterior sistema en termes d’una sola
variable:

_uxw+u:g+f
v=u—f =
cug(1)+ (er+1u(l)=0b+ (er+1) f(1)

on u € H?*0,1) i u(0) = 0. Simplifiquem la notacié d’aquesta equaci6
diferencial de segon ordre en u i denotem:

h=g+f €L
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de manera que l'e.d.o. queda:

—Uze +u=h

mug(1) + u(l) = s

Amb aquest canvi de notacié i fent encara un altre canvi de variable que

ésw=u— 1 x, 'equacié que, finalment, resoldrem és:
—Wgz +W = h
mwg(1l) +w(l) =0
onh = h— j_ 7% € L?iambw € H?. Escrivint 'equacié en aquesta forma,

m
resulta directe veure, aplicant teorema de Lax-Milgram, que 2.3 té soluci6 i
és unica. Amb aix0 tenim ja demostrat que —A és maximal i monoton.

O

Observacié 8 FEl teorema de Hille-Yosida (veure el capitol VIII de [B]) ens
diu que — A genera un semigrup continu de contraccions en H. En particular,
per a tota condicié inicial Fy € D(A) tenim existéncia i unicitat de solucid

per al problema:

d
VAV =0
dt

amb V(0) = Fy. Aquesta solucid V és C' ((0,00); H) i C° ((0,00); D(A)). A

més, el teorema també ens acota en norma les solucions i tenim:

IV @Ollr < VO], vt =0

= [[AV (D)l < [AV(0) |3, VE >0
H

|5V

Aquest tipus d’acotacions ens seran tils en algun moment.
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2.2 Estudi qualitatiu de les solucions.

Mitjancant I'estudi dels valors propis i les funcions propies de 'operador
(A,D(A)), veurem que quan o = 0 no podrem parlar d'un conjunt finit
dominant de valors propis. En particular, quan la molla és elastica perfecta
I’equacié en derivades parcials no es comportara, en el limit, com una equacié
diferencial ordinaria. Pero tot i aixo, l'estudi ens permetra veure que, en
aquest cas, totes les solucions de l'equacié tendiran a zero quan el temps
es fa infinit (perque la part real dels valors propis sera sempre estrictament
negativa) i que hi haura solucions que aniran a zero tan lentament com
vulguem.
Voldrem estudiar solucions del tipus

u(z,t) = eMu(x) (2.4)

és a dir, ens interessem pels valors propis i les funcions propies de 'operador
A. Veurem que les combinacions lineals de solucions del tipus 2.4 sén denses
en H i quines conseqiiencies té tot aixo.

2.2.1 El conjunt de funcions propies de A és complet

en H.

Ho veurem seguint la teoria d’operadors completament continus de [G-K],
cap.V.10. Abans d’aplicar el resultat de densitat d’aquests autors, cal definir
alguns conceptes que apareixen en aquest llibre.

Observacié 9 Dir que un operador A és compacte equival a dir que és com-
pletament continu (ho denotem per A € ¥ ).

Definicié 10 Sigui A € Y. Anomenem s-nombres de l'operador A als
1

valors propis de l'operador H = (A* A)2 € X, que numerarem en ordre

decreizent tenint en compte la multiplicitat:

s;(A) = N(H), (=1,2,...7(H) = dimR(H))

Aquests s-nombres tenen un conjunt de propietats en les que no entrarem
(veure [G-K]).
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Definicié 11 Denotem per ¥, el segiient subespai d’operadors completament

continus
(o]

Sp={A€Tutyq Y s;7(A)< oo}

Jj=1

Teorema 12 (Gohberg, Krejn [G-K]) El conjunt de funcions propies de
Voperador A =T + K és complet en 'H sempre que T sigui autoadjunt i amb
espectre discret ¢« K pertanyi a algun X, .

El que farem és demostrar que un cert operador A, que no sera exactament
A pero gairebé, esta dins les hipotesis d’aquest teorema. IL’operador que
considerarem sera un gir de I'anterior, concretament A = i A, de manera

A=A () = ()

Teorema 13 FEl sistema de funcions propies de [’operador A és complet en

H.

Demostracio. 3 ) )
Aquest nou operador és convenient descomposar-lo com AV =TV + KV

() (e )

representaria l'operador derivades, i:

7 (i) = (o 2y

seria l'operador de constants. Només cal veure que, amb aquesta descompo-
sicio, estem dins les hipotesis del teorema de Gohberg i Krejn.

1. T és autoadjunt.

Hem de veure que

(TV , Wy =V, TW)y

per a qualssevol V = (EZ;‘((BD LW = (((“Zf :;”((11))))) € D(A) C H

Comprovar la simetria d’aquest producte escalar és integrar per parts.
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2. o(T) és discret.

La idea és que trobarem T ~!, operador acotat de H en H i veurem que
és compacte. Com que coneixem l’estructura dels valors propis d’un
operador compacte i els valors propis de T son els inversos dels valors

propis de T ~!, aquesta estructura es mantindra.

Comencem trobant l'invers de T. Partint de Pexpressié de T,

b
(——~
==
S
—

o) = (i)

-~

€ D(A) €H

podem invertir formalment I'operador i tenim:

() ()

-~

€H € D(A)

on ara w, z ¢ (3 estan donades i u és la solucié del problema:

(2.5) u(0) =0
—icu,(l) =70

Es pot comprovar que T o T~' = Idy , T o T = Idpuy

I

es pot comprovar que l'operador invers esta ben definit, és a dir, que
el problema 2.5 té solucié i que la imatge de l'operador invers esta

realment en D(A).

Volem veure que -1 € L(H,H): hem de trobar C' > 0 de manera que

7 ("))

o (0w )

<o ("))

H
on:

(2,58)

1 1
1

:/ |uz|2dx—|—/ lw|?dr + = |w(1)|?
H 0 0 €
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[ | = [wras+ [ ag2ae + L

Per a veure-ho, farem una serie d’acotacions independents: acotarem
cadascun dels tres termes de l'esquerra per algun dels termes de la
dreta.

(a) w verifica 2.5, de manera que:

1 1
/ Upe U = / —1zU
0 0

i, d’altra banda, si integrem per part la mateixa expressié tenim:

/Olumu:—/o ui—i—fu()

Ajuntant les dues coses i prenent valors absoluts, tenim:

[tk < By + [ e (26)

Si ens mirem 1'iltim terme de 2.6, podem acotar-lo per:

[zt [5(@Rr + )

on ¢, de moment, és qualsevol real. Tornant a 2.6, tenim:

[k < By + 5 [+ o [

Pero u € H' i u(0) = 0, de manera que, pel lema 6 existeix M > 0
que compleix fol lul> < M fol lu,|>. Utilitzant aquest resultat, es

té que:
/| ? < |6|| /H2
S22 ta
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M
Escollim ¢ de manera que (1 — 2—) > 0, com per exemple 1 —

2
M 1
— = —. Aix{:
2

1 21| '
/0 ol < == Ju(D)] + M/O |22 (2.7)

Aquesta mateixa idea l’aplicarem per a acotar |u(1)|, que és el que
encara ens molesta en la desigualtat. Com que u(0) = 0 tenim:

1 1 1d2 1 1 )
ru<1>\=r/ uxrs/ 1-|uxrs/ U e S
0 0 0 2 0 2d2

on d s’haura de determinar. Substituint-ho en 2.7 1 triant d tal

2
que (1 — ﬂ) > 0 (per exemple, d* = —ﬂ) tenim que:
€

ed?
! 2|6[\2 '
A< (22 QM/ 2 2.8
/Oru\_(€)+ s (2.8)

Acotem ara fol |w|? per algun dels termes de || <15’ wél)) || -

Per exemple, usant altre cop el lema 6:

1 1
P <3 [ 2.9
0 0

amb M > 0.

1
Ens queda per acotar —|w(1)[>. Perd només utilitzant la desigual-
£

tat d’Schwartz, tenim:
1
WP < [ P 210
0

Per tltim, només cal ajuntar les desigualtats 2.8, 2.9 1 2.10 i pren-
dre
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per a tenir la desigualtat que voliem:

7= (e, = ()

de manera que 7' ~! és un operador acotat en H.

H

Vegem ara que T’{ és compacte. Sabem que T ' € L(H,H) i que
aixo equival a que T'™' € L(H,D(A)). Com que la inclusié de D(A)
en ‘H és compacta, 'operador:

T7':H—DA) — H

és un operador compacte.

Sabem que 'invers d'un operador compacte no té espectre essencial i
que el seu espectre només consisteix en valors propis aillats i de multi-
plicitat algebraica finita (veure el capitol I11.6.8 del [K]). Per tant, el
conjunt de valors propis de T és discret.

3. K ¢ X, per a algun p < oo.

Tenfem Voperador KV = K<<(558))))) = ((0, 5?5%(1)))' Ob-

servem que el rang de l'operador és, de fet, C. En particular, K és
un operador de rang finit i, per tant, compacte. De manera que ja es
compleix la primera condicio: K € Y.

Per a veure que, a més, pertany a algun i, hem de veure com son els

s-nombres de K o, el que és el mateix, els valors propis de 'operador
o 0 4

H = (K*K)2. Ens cal, doncs, 'adjunt de K, que és:

K <(§Zf<(11>)>)> B ((07 §f;°j(1))>

() (o)

Altre cop ens trobem amb un operador amb rang isomorf a C. En
particular, aquest operador H tindra un sol valor propi, de manera que

Per tant,
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K té un tinic s-nombre s1(K) = || K| (propietats dels s-nombres, veure
[G-K]). Per tant,

Zs?(f() = |K|IP < oo Vp < o0

J=1

de manera que K € Y, Vp < o0, que és el que voliem demostrar.

Conclusio: Amb a), b), i ¢) hem vist que es compleixen totes les hipotesis
del teorema de Gohberg i Krejn per a 'operador A: el conjunt de funcions
propies de A és complet en H i, per tant, també ho és el de l'operador
A = iA.

O

2.2.2 Valors propis i comportament asimptotic de les
solucions.

Una primera conseqiiencia immediata de la completitud del conjunt de fun-
cions propies de A en H és el nombre de valors propis de A.

Lema 14 L’operador (A, D(A)) té infinits valors propis. A més, ni ells ni
cap parcial no s’acumulen en cap punt finit.

Demostracio. La idea és analoga al treball per a veure I'estructura dels
valors propis de T', en la demostracié del teorema 13: veurem que A és inver-
tible i que I'operador invers és compacte, de manera que els valors propis de
A, igual que els de A~! tindran multiplicitat algebraica finita. Perd com que
les funcions propies son completes en H, espai de dimensié infinita, I'inica
manera que les dues coses siguin possibles (valors propis amb multiplicitat
algebraica finita en un espai de dimensié infinita on les funcions propies hi
sén denses) és tenir un nombre infinit de valors propis.

Vegem qui és A~!. Si recordem la definicié de A, podem invertir formal-
ment 'operador, obtenint:

a () = ()

-

-~

€H € D(A)
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on w, z i (3 estan donades i u és la solucié del problema:

(2.11) u(0) =0

cuy(1) = +erw(l)

Aquest problema és practicament el 2.5, que tenia solucié a ’espai on
volfem. Aix{ que A és invertible. Treballant de manera analoga a T 1,
podem veure que és un operador acotat de L(H, H) i, per les inclusions entre
els espais de Sobolev, és compacte (veure demostracié del teorema 13).

Com que tenim infinits valors propis in ho sén d’un operador compacte,
tenim o,(A™") — 0 i, per tant, 6,(A) — oo, amb el que es demostra que els
valors propis de A no s’acumulen en cap punt finit.

O

Vegem, pero, com sén aquests infinits valors propis i com influeixen en el
comportament asimptotic de les solucions.

Lema 15 FEls valors propis de (A, D(A)) tenen part real estrictament nega-
tiva. De fet, existeix C' > 0 tal que —C' < Re A < 0V X valor propi. A més,
els valors propis s’acumulen en la recta Re\ = 0

Demostracio.

1. Considerem |’energia:

e [! 2 e [! 2 1 2
E(u(x,t)) = 3 i |ug| “dx + 5 i |ug| “ dx + §]ut(1)\

De fet, aquesta energia és un miltiple de la norma en H, pero la podem
pensar com lenergia total de la molla (els dos primers termes corres-
ponen a energia cinética més la potencial) i l'energia (cinetica) en la
roda, que és I'ultim terme.

Si derivem aquesta energia respecte t, i 'avaluem sobre u(x,t) solucié
de 2.1 tenim que:

dE (u(z,t))

o = —er|u(1)|* <0
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on queda demostrat que el sistema és dissipatiu (observem que si u(z, t)
és soluci6 de 2.1, u(x,t) sera solucié del problema conjugat).

D’altra banda, si avaluem 1’energia sobre solucions del tipus que bus-
quem (recordem, u(z,t) = e’ u(x)) tenim:

E(eMu(z)) = e2fert ( E/1 lug| * do + = /1 |\u|? dx + X ]u(1)|2>
B o 2 Jo 2

DO

que, derivat respecte t:

d E(e u(x)) _ 2ReA)t
— = (2Re\) ePReN £( 1)

on

e [* e (! |A2|
flz) = (—/ |ux|2dm + —/ |)\u|2dx + —|u(1)|2) >0
2/, 2 /s 2

Pero acabem de veure que la variacié de l'energia decreix sobre les
solucions de 2.1, cosa que forcosament implica que Re A < 0.

La mateixa demostracié ens permet veure que aquesta part real és nul.la
tnicament si A = 0 (perque cal que u;(1) = 0), que no és valor propi.
Per tant, Re A\ < 0 V \ valor propi de A.

. Per a veure que la part real dels valors propis també esta acotada

inferiorment, continuarem jugant amb l’energia anterior.

Si R = 2er, podem escriure la derivada de I’energia com:

dE (u(z,t)) R

- _ 12 >
- > (1)) =
R Re [*! Re (!
() - / uaf dr — / wf? dr = —RE(u(x.1))
dE (u(z,t))

hem trobat R > 0 tal que > —RE(u(z,t)). D’aqui obte-
nim una relacié entre I’energia d'una solucié en qualsevol temps amb la

de la soluci6 en temps inicial, ja que, integrant a banda i banda tenim:

E(u(z,t))

" B(u(z.0))

> —Rt
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d’on,
E(u(x,t)) > e ®E(u(x,0))

que és la relacié que estavem buscant. Escrivint aquesta desigualtat
per a solucions de la forma eMu(z), tenim:

PR B (u(x)) > e B (u(x))

ja que es pot veure, escrivint cada terme, que E(eM u(x)) = e2#M B(u(x)).
D’aquesta desigualtat, i substituint R pel seu valor, obtenim:

Re X > —er

de manera que si prenem C > er > 0 ja tenim una acotacid inferior
per la part real de qualsevol dels valors propis, tal i com preteniem.

3. Només ens queda veure que els valors propis s’acumulen en la recta
ReX = 0. Per a veure-ho, substituirem en ’equacié 2.1 solucions del
tipus u(z,t) = e u(x). Aquesta equacié es transforma en el problema
segiient:

u —N2u=0

u(0) =0

e (1) + u(l)(A2+erX)=0
on u = u(z). Observem que escrivint el problema d’aquesta forma es
veu clarament que A = 0 no és un valor propi del nostre operador.
Resolent-lo, podem veure que solucions d’aquest tipus tenen la forma

u(z,t) = eMu(z)

on:

(2.12)
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Amb aquestes solucions tenim la funcié propia de 'operador A, de valor

. A " 1
propi A, que és U, = ((An(gl;\n(ui)(l)))

Pensant els valors propis en la seva forma complexa A, = a,, + b, , a,,b, €
R i substituint-la en 2.12, obtenim el segiient sistema:

a, +er —e? 4+ b,2

e?% cos (2b,) =
(2bn) (an + €7 +€)2 + b, 2

(2.13)
2¢b,

(an +er +€)2 + b2

e sin (2b,) =

Hem vist, d’altra banda, que tenim infinits valors propis i que ni ells
ni cap parcial no s’acumulen en cap punt finit. Per tant, suposar que
les parts reals si tenen limit finit (lim, .., a, = a) automaticament
comporta que lim, ., b, = F00. Es a dir, suposem per uns moments
que els valors propis s’acumulen en la recta vertical ReA = a. Au-
tomaticament i només prenent limits en el sistema 2.13 per n — oo es
té que a = 0. I aixo val també per a qualsevol parcial de valors propis
tal que les parts real tinguin limit que vulguem prendre.

Pero, és cert que les parts reals tenen limit? Suposem que no. Com
que si aquest limit existeix ha de ser 0, és el mateix que suposar que
lim, .. a, # 0. En aquest cas, fixat un € > 0 existira una successio
parcial {a,, } tal que —C' < a,, < —e < 0. Pero, fixat ¢, aquesta nova
successio esta acotada: tindra doncs una nova parcial {ankj} convergent
al € [-C,—¢]|. Aixo vol dir que existeix una parcial de valors propis
tal que les seves parts reals tenen limit estrictament negatiu, cosa que
no pot passar. Per tant, les parts reals dels valors propis si tenen limit
i
lima, =a =0

n—oo

O

Observacié 16 Com a exemple il.lustrativ podem veure la figura 2.1, on hi
ha dibuizats els primers valors propis , amb els seus conjugats, i s’aprecia
clarament el fenomen que acabem de descriure.

Corol.lari 17 No existeix un conjunt finit dominant de valors propis.
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Figura 2.1: e =51 r = 1: grafica dels 20 primers valors propis.

Demostracio. Com que hi ha infinits valors propis i s’acumulen en Re\ =
0 i sabem que A = 0 no és valor propi de I'operador A, no podem tenir un
subconjunt finit de valors propis dominants. O

Observacié 18 FEn particular, 'equacio en derivades parcials no té com a
limit una equacio diferencial quan la molla és purament elastica.

Teorema 19 (comportament asimptotic de les solucions) Totes les so-
lucions tendeizen a zero quan t — 00, pero existeizen solucions que hi ten-
deizen tan a poc a poc com vulguem.

Demostracio.
Hem vist que el conjunt de funcions propies {U,(x)} és complet en H, on

= ((An(gff 131(3)(1»)

Aixo vol dir que per un 6 > 0 qualsevol, si prenem una condicié inicial
en el domini, V(0) € D(A), existira una combinacié lineal finita d’aquestes
funcions a distancia menor que § de la condicié inicial, és a dir:

N

V()= cnUn|| <6

0 H



52 Molla elastica perfecta 6 o =0

Sigui Ry = V(0) — 320 ¢, U,. Obviament, ||Ro|| < §. Si prenem ca-

......

solucions associades: sigui V' (¢) la soluci6 amb condicié inicial V' (0), R(t) la
e e e . 2 N N , % .
de condicié inicial Ry i és facil veure que ), ¢, ert U, és la soluci associada
P N . . .
a la condici6 inicial ) ¢, U,. Per la linealitat de I'operador, tenim:

V()= cne™'U, = R(t)

Es evident, doncs, que:

N

g e, eMtu,

0

IV (Ol < + R ()[l=

H

Pero haviem vist que la norma de la solucid esta acotada per la norma
de la condicié inicial, per a tot ¢ > 0 (era conseqiiencia del teorema de Hille-
Yosida). En el nostre cas, ||R(t)|x < ||Rolln < 9.

A més, com que els valors propis tenen part real estrictament negativa,
tenim:

N N
. Ant . 2(ReAp)t o
tlgg Z cn e Un(z)]] < }E&Z el e [Un()|| =0
n=0 n=0
Ajuntant aquests dos fets, tenim lim; ., ||V (¢)|| = 0.

Es a dir, tot i no tenir dissipacio interna en la molla, les solucions es
dissipen amb el temps, gracies a l'accié de ’amortidor. Es realment per
I’amortidor? Efectivament, perque el que fa dissipar les solucions és el fet
que els valors propis tinguin part real estrictament negativa. I, si repassem
les demostracions, veurem que aixo és degut al fet que Re A = —e 1 |uy(1)]?,
on r és la constant dissipativa de I’amortidor.

Pero en que afecta al sistema el fet de tenir una molla sense viscositat
interna? Doncs que, tot i que totes les solucions tendiran a zero, n’existiran
que hi aniran tan lentament com vulguem. Efectivament: com que les parts
reals dels valors propis s’acumulen en Re A = 0, tindrem A\, valors propis
de A amb part real tan propera a zero com vulguem i tots ells amb part
real estrictament negativa. Les funcions propies (en particular, solucions del
model) associades a aquests valors propis:

Up(z,t) = e Up(x)
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van a zero amb una velocitat marcada per la part real de A, de manera que
seran solucions que aniran més lentament a zero com més proxims a l’eix
d’ordenades escollim aquests \;. Per tant, una molla sense dissipacié interna
genera solucions semi-permanents que costa dissipar (les corresponents a
freqliencies altes), mentre que la resta es dissipen rapidament. O

Podriem resumir, doncs, que les freqiiencies altes sén controlades per
la dissipacié de la molla, mentre que de les baixes, en principi, se n’ocupa
I’amortidor. Aquesta seria una possible explicacié al fet que les petites bandes
externes en una carretera son, proporcionalment, molt menys dissipades que
alteracions més importants del paviment.
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Capitol 3

Molla viscoelastica 6 o > 0

Considerem una molla amb dissipacié interna controlada pel parametre o >
0. L’equacié a estudiar és:

( Uy — Upy — AUy =0, 0< <1, t>0

w(0,8) =0, t>0

u(1,t) + eug(1,t) + e aug(1,t) +eru(l,t) =0, t>0
(3.1)¢ u(x,0) =up(z), 0<zx<1

u(z,0) =vo(x), 0<z <1

u(1,0) = 7 (= uo(1))

( w(1,0) = p (= vo(1))

on u = u(z,t), t € [0,00) i on e, r > 0. Volem un marc funcional on
plantejar-nos aquest problema que sigui coherent amb ’entorn proposat per
a = 0.

3.1 Plantejament funcional.

Analogament al cas de a = 0, definirem 'operador (A,, D(A,)) de la manera
segiient:

95
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si

definim:

B (v, 0(1))
I%V"(<m+ﬂw%u—au+av%ﬂ>—€TWU>)

D(A,) = {( %‘58;; > € X1 x Xy, (u+av) € H2(0,1)} CH

on H = X; x Xy, espais que haviem definit en 'apartat 2.1 del capitol
anterior. L’operador A, actua, doncs, de la manera segiient:

Ay :D(A)) CH—H

v (et

il’A, i Fy anteriors, I'equaci6 3.1 es pot escriure com 'equacié d’evoluci

Aixi, per a

1y = A,V, t €10, 00)
(3.2)

Observacio 20 Observem que aquest operador i aquests espais son coherents
amb operador i els espais definits pel cas o = 0 del capitol anterior. Amb
aquesta notacid, doncs, l'operador pel cas o = 0 passa a ser (Ag, D(Ap)), que
és exactament el mateix operador que (A, D(A)) que haviem definit.

El que volem veure ara és l'existencia i unicitat de solucions per aquest
operador en termes del semigrup que genera. Per a obtenir aquest resultat,
seguirem la demostracié que fa Grobbelaar [GR], que de fet segueix el resultat
de Massat [M], que reproduim tot seguit:
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Teorema 21 (Massat [M]) Suposem que L és un operador sectorial en un
espait X 1 que B és l'operador definit per:

0 —Id
B_(L aL)

amb a > 0. Aleshores, B genera un semigrup analitic e B* en X? x X7 per
0<o<pB<1, onX?iX son els espais D(L?) i D(L?), respectivament.

Teorema 22 L’operador (Aa,D(As)) €és generador infinitessimal d’un se-
magrup analitic en H.

Demostracio.
La idea de la demostracié és veure que — A, genera aquest tipus de semi-
grup, descomposant aquest operador com:

—AV = BV+KV = ( (cue ag};;:?&(})lav)x(1)) >+( (0,20;2)(1)) )

Veurem que B esta dins les hipotesis del teorema 21 i, per tant, generara
un semigrup analitic. Observem a més que K és un operador acotat, de
manera que A, és, de fet, una pertorbacié acotada de B i, per tant, també
sera generador infinitessimal d’un semigrup analitic. L’tinic detall amb el que
haurem d’anar amb comte son els espais on aquests semigrups estan definits.

El primer pas és, doncs, posar I'operador B en la forma que el presenta
el teorema de Massat. Per a fer-ho, definirem 1'operador (L, D(L)) com:

L(u, u(1)) = (—tiae, € ug(1))
amb
D(L) = Xy = {(u,a) € H*(0,1)xC, u(1) = a, u(0) = 0} € Xy = L*(0,1)xC

(recordem que haviem definit aquests espais embrié base en el capitol 2).
Amb aquesta notacié tenim:

0 —Id
B_(L aL)

Per aplicar el teorema de Massat vegem que L és sectorial en Xj.
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Lema 23 L és sectorial en Xj.

Demostracio. Veurem que és autoadjunt i invertible.

1. L és autoadjunt en X,. Mirem-nos la simetria del producte escalar
sobre elements del domini, producte que haviem definit en I'apartat
2.1 del capitol anterior:

<L(u7 u(l))v (U’ U(l)) >X0 =

((—tga, € ug(1)), (v,0(1)) ) x, = —umﬁdx+éz—:ux(1)w:/o Uy Ty dz =

2. L és invertible.

Definim
L7H(f,8) = (u,u(1)), per (f,8) € Xo

amb u solucio del problema:

—Ugax = f
(3.3) u(0) =0
cu,(l) =74

que té solucié tnica i amb (u,u(1)) € Xy (recordem que € > 0).

Per tant, L és sectorial en X, = L? x C.
O
Ara s podem aplicar el teorema de Massat a B i tenim que B genera un
semigrup analitic en X(f x X§ per 0 <o < 3 < 1. En particular, B genera
1
un semigrup analitic en X x X i, per tant, també val per A,.
1

L’tnic que falta veure és que X¢ = X; (recordem que lenunciat del
teorema era que A, generava un semigrup analitic en X7 x Xj). Tenim
1

(L,D(L)) amb L : D(L) € Xy — X,. Per tant, X = D(L2). Aquest
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espai fraccionari és, de fet, la clausura de D(L) amb la norma de la poténcia
fraccionaria de Doperador, ||Lz(u,u(1))||x, (veure [H]). Observem, perd,
que com que L és autoadjunt, aquesta norma és, de fet, el producte escalar
segiient:

N
N

(L2 (u,u(1)), L2 (u, u(1)) ) x, = (L{u,u(1)), (u, u(1)))x, —/0 Uy Ty

Per tant,

1
1
X; = clausura de Xy amb la norma/ Uply = X1
0
O

Observacié 24 Observem que, tal i com haviem apuntat, el plantejament
funcional és coherent amb el fet per o = 0.

Observacié 25 FEl teorema de Massat no parlava dels dominis. Nosaltres,
1
pero, si hem caracteritzat D(L) ¢ D(Lz).

Observacié 26 L’argument sequit per a veure que A, per a > 0 genera un
semigrup analitic no és aplicable quan oo = 0 ja que en el teorema de Massat
cal a > 0 (repassar la demostracid per veure que, efectivament, és necessari).
Per tant, s’ha hagut de buscar una altra manera per a veure si Ay genera un
semigrup i de quin tipus. Tot i aixo, hem tingut especial cura en treballar amb
el mateizr espai gran, de manera que els inversos tindran el mateix domini 1
els podrem comparar.

Observacié 27 Observem que
D(A.) # D(L) x D(L)

(si fos aixi tampoc ens aniria bé per l'espai d’arribada). Per qué? Perqué de
fet B s’aplica de la manera segiient:
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Amb aquesta formulacié veiem com el que cal que estigui en D(L) = X,
és u—+ av, que ja és el que demanem si imposem que:

(frst) ) € Pm1=Dia

3.2 Espectrede A, i valors propis dominants.

Volem estudiar ara l’espectre de 'operador A,, comparant-lo, si és possible,
amb l'espectre de Ay, que ja hem estudiat en el seu capitol. Esa dir, pensarem
A, com una pertorbacié de Aj respecte el parametre «, proper a zero. FEl
que veurem és, efectivament, que ’espectre de 'operador pertorbat s’acosta
a ’espectre del no pertorbat quan a — 0, perd només sobre compactes o,
el que és el mateix, només si ens restringim a subconjunts finits de valors

propis.

3.2.1 Resultats previs.

La teoria de pertorbacions que utilitzarem esta extreta essencialment del
capitol IV de Kato en [K]. Dedicarem, doncs, unes linies per a introduir els
conceptes i resultats principals que seran usats més endavant.

Definicié 28 Siguin G(T'), G(S) C D(As) x H les grafiques dels operadors
tancats T i S. Definim com a distancia 6(T,S) entre els operadors T ¢
S la distancia entre les seves grafiques:

O(T,8) = 6(G(T),G(S)) = maz{ § (G(T),G(S)), 6(G(S),G(T)) }

on, si denotem per By la bola unitat d’un conjunt M, tenim 6 (M, N) =
SUPmen, (M, N).

Aquesta és la distancia que usarem per a comparar dos operadors. En
aquest sentit, tenim la segiient noci6 de convergencia entre dos operadors
tancats.

Definicié 29 Direm que T,, convergeix en sentit generalitzat oI’ quan
n — o0 Si:

~

5(T,, T) — 0

n—oo
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La idea de la convergencia en sentit generalitzat d’operadors sera essen-
cialment la convergencia de les seves grafiques pensades com a subespais de
D(A,) x H. Tal i com esta descrita, pot ser complicat comprovar aquest
tipus de convergencia. Afortunadament, pero, tenim propietats equivalents
a aquesta definicio. Només destacarem, pero, les que nosaltres utilitzarem
en algun moment.

Lema 30 (Kato [K]) Siguin T i T,, operadors tancats, n = 1,2, ....

i) Si existeiz T~ i és un operador acotat, llavors T, convergiran a T en
sentit generalitzat si i només si per n prou gran, existeix T, ', és acotat i
Tt —T7 — 0.

n—oo

ii) Si T, convergeiz a T en sentit generalitzat i hi afegim un operador B

acotat, tenim també que T, + B — T + B en sentit generalitzat.

n—oo

Observacié 31 Aquestes equivaléncies per a la convergéncia generalitzada
son raonables si pensem en la convergencia generalitzada dels operadors com
la convergencia de les seves grafiques.

Per a fixar criteris, 'espectre d'un operador T, o(T'), sera per a nosaltres
el complementari del conjunt resolvent, p(7"). L’espectre es descomposara
en 0,(7T), o conjunt de valors propis aillats i de multiplicitat algebraica finita,
ien o.s(7T), és a dir, la resta.

Definicié 32 Direm que un operador tancat té l'espectre o(T') descompost
en dues parts, o'(T) i o"(T), quan té una part acotada o' (T') separada de la
resta, " (T'), per una corba tancada T', continguda en el conjunt resolvent de
T, de manera que I" tanca o'(T') en el seu interior i deiza o’ (T') a l'exterior.

Observacié 33 Usualment, o'(T) sera un subconjunt finit de o(T).

En dimensié finita, sabem que quan pertorbem un operador tenim una
certa continuitat dels valors propis (considerant la seva multiplicitat) de 'o-
perador pertorbat respecte als del no pertorbat. Aquest resultat es déna
també en dimensio infinita si ens restringim a subconjunts finits de valors
propis, cosa que es deduira del segiient resultat de teoria de pertorbacions
que apareix també en el capitol IV del [K].
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Teorema 34 (Semicontinuitat superior de I’espectre, Kato [K]) Sigui
T un operador tancat qualsevol amb l’espectre separat en dues parts o' (T') 1
o"(T') per una corba tancada T i sigui H = M'(T) & M"(T) la descomposicid
associada de l’espai total H. Aleshores existeix un & > 0 que dependra de
l'operador T i de la corba I' amb les propietats seguents:

i) Qualsevol operador S tal que 3(5, T) < 0 té l'espectre separat per T’
també en dues parts o'(S) 1 ”(S), amb I' C p(9).

ii) En la descomposicio de H associada a aquesta separacié de ['espectre,
H=M(S)®M"(S) es té que M'(S) i M"(S) son espais isomorfs a M'(T) i
M"(T), respectivament. En particular, es mantenen les dimensions d’aquests
espais.

ii1) A més, aquesta descomposicié és continua en S, és a dir, que la
projeccié P[S| de H tendeix a la projeccié P[T| si S convergeix a T en sentit
generalitzat.

Es a dir, si considerem un operador prou proper al que teniem, ’espectre
es pot descompondre de la mateixa manera.

L’objectiu d’ara en endavant esta clar: voldrem veure que A, convergeix
en sentit generalitzat a Ay quan @ — 0, d’on deduirem la continuitat de
subconjunts finits de valors propis de A, respecte de «, i també precisarem
el sentit de tot aixo. També veurem que passa amb la resta de valors propis
i la resta de l'espectre, si és que tenim espectre essencial.

3.2.2 Valors propis de A,.

Si volem comparar 'espectre de A, amb el de Ay, comencem pels valors
propis. El que sabem dels valors propis de Ag és que sén aillats i de multi-
plicitat algebraica finita. Aixi, agafar-ne un subconjunt finit {Ag, Ay, ..., As}
és equivalent a separar ’espectre en dues parts:

O'I(A(]> = {)\0, )\1, ceey )\s}

0"(Ao) = o(Ag) \ 0’ (Ag)

ja que, com que els valors propis son aillats, podrem trobar la corba I' del
conjunt resolvent que ens separi l'espectre d’aquesta manera. La descom-
posicié de ‘H associada és H = M'(Ag) ® M"(Ap) amb dim M'(Ag) = m =
multiplicitat total de {\g, A1, ..., As} on m < 0.
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I aplicar el teorema de separacié de l'espectre (teorema 34) a aquest
tipus de separacio ens porta al segiient raonament, tal i com fa Kato en el
capitol IV del [K]. Pel teorema sabem que I' també ens separara l’espectre
de A,, @ > 0, en dues parts 0'(A,) i 0”(As) 1 que es manté la dimensié
dels espais propis associats a aquesta descomposicid, sempre que «a sigui
prou petita. En quin sentit? Doncs « ha de ser prou petita com perque
S(AQ,AO) < 0, per un cert § > 0 que dependra de Agil. I 5(AQ,AO) <da
partir d’'un cert « proper a zero si A, convergeix a Ag en sentit generalitzat
quan o — 0 (veure definicié 29). En particular, hauriem vist que:

dim M'(A,) = dim M'(A,) =m sia~0

Que la dimensi6 de 'espai associat a 0’(A,) sigui m en particular vol dir
que en l'interior de la corba I' hi ha un nombre finit de valors propis de A,
amb multiplicitat total m, que és finita. De fet, encara podem afinar més:
com que podem repetir I’argument prenent una corba que inclogui un sol valor
propi en el seu interior, podem concloure que els valors propis pertorbats dins
[' també son aillats. Aixi, 0/(A,) esta format tinicament per valors propis
aillats i de multiplicitat algebraica finita. A més, com que podem escollir una
corba entorn de cada valor propi tan petita com vulguem, de manera que el
valor propi pertorbat haura de ser també en l'interior d’aquesta corba si «
és prou petit, podem afirmar que qualsevol sistema finit de valors propis de
A, varia continuament en «, si a ~ 0, respecte el sistema finit corresponent
de valors propis de Ay. En quin sentit parlem de continuitat? Doncs que en
un entorn qualsevol d’un tnic valor propi A\ qualsevol de Ay de multiplicitat
algebraica my (la vora d’aquest entorn fara el paper de corba I') hi haura
exactament my valors propis de A,, tenint en compte les multiplicitats, si
« és prou proper a zero (el com de petit hagi de ser vindra marcat per
I'entorn escollit i pels operadors). Aquesta continuitat també la tenim en les
projeccions, 'operador resolvent, etc., pero aqui no hi entrarem.

Per tant, I'inic que ens queda per garantir la continuitat de subconjunts
finits de valors propis és que A, convergeix a Ay en sentit generalitzat quan
a— 0.

Teorema 35 A, convergeix en sentit generalitzat a Ay quan o — 0.

Demostracio.
Per a veure la convergencia en sentit generalitzat aplicarem una de les
propietats equivalents que hem vist en el lema 30: com que Ay i A, son
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operadors tancats perque sén generadors d'un semigrup contractiu i d'un
semigrup analitic, respectivament, el que haurem de veure és que els inversos
existeixen i sén acotats, i que la norma de la diferencia tendeix a zero quan
« va a zero.

1. Els inversos existeixen i sén operadors acotats de H.

Ja hem vist en 'apartat 2.2.2 que l'invers de Aj esta definit per:

()= G )

per a tot (Z]’ wél)) € 'H donat, on ug és la solucié del problema:
<u0)xx = —=z
(3.4) up(0) =0

e(up)z(1) =G +erw(l)

I també hem vist que Ay definit d’aquesta manera és un operador

continu de H en D(Ap). Doncs de manera analoga definirem 'invers
de A,:

per a tot (ls’ 3 ) € 'H donat, on u, és ara la solucié del problema:

(3.5) ua(0) =0
(Eug —eaw),(1) =G +erw(l)

(hem d’agrupar les variables d’aquesta manera perque totes les deriva-
des tinguin sentit, tenint en compte els dominis).
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Observem que tan sols hem afegit a ’equacié 3.4 els termes multiplicats
per a, de manera que quan fem o = 0 recuperem 'expressié per Ay ! Es
pot comprovar que aquest operador esta ben definit, que és efectivament
I'invers de A, i que és continu.

2. |4t — Agt| — 0 quan a — 0.

Es facil veure que 'operador diferencia actua de la manera segilient:

(Aa "= A7) (Zj wg)) _ (g u(()l))

on u = ug — Ug. Si fem un canvi de variables en el problema 3.5 i diem
v = u, — aw, observarem que v i ug sén solucié del mateix problema
3.4. Aixi, v = ug, d’'on u = —aw. Amb aquesta apreciacio, ara és facil
acotar la norma de 'operador diferencia com:
(w, w(l))
z, B

— Ay Y|l — 0sia— 0.

o (5 5)

<,

1
:a2/ |wr|2§ a2
H 0

-1

H
on ara si és evident que ||(A,

Hem demostrat, doncs, la convergencia en sentit generalitzat dels opera-
dors dependents de a. O

Corol.lari 36 FEls valors propis de A, convergeizen sobre compactes als va-
lors propis de Ay, quan o — 0, en el sentit que hem descrit.

Observacié 37 Parlar de convergéncia sobre compactes quan els valors pro-
pis son aillats és una altra manera de dir que ens quedem amb subconjunts
finits de valors propis.

Observacié 38 FEl teorema no ens permet parlar d’una convergencia global
dels espectres: si ens canvien el conjunt finit de valors propis que voldrem
pertorbar (és a dir, la corba tancada I'), ens canviara també U'a prou petit a
partir del qual els espectres s’assemblen alla dins, ja que aquest o depen de la
corba (veure el teorema 34). Si ho pensem a la inversa, si ens donen a > 0,
sembla logic pensar en un cert nombre finit maxim de valors propis de A,
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que seran pertorbacid dels valors propis de Ay corresponents, considerant les
multiplicitats. Fs a dir, tindrem un compacte maxim de convergéncia dels
espectres per aquell o donat.

Podriem tenir, pero, convergencia per la resta de valors propis? Doncs
no, perqué mentre els valors propis de A,, a > 0 estan dins un sector (que
dependra de «), els de Ay s’acosten a l'eix imaginari. De fet, el que s’in-
tueir que passa €s que aquest sector es va obrint a mida que a s’acosta a
zero, arribant a ser tot el semipla en el cas limit. Aizi, no podem parlar de
continuitat en la resta de valors propis.

Com a exemple grafic d’aquest fenomen, vegem la figura 3.1. En aquesta
grafica podem observar com els valors propis de A, cada cop s’allunyen més

dels de Ay.
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Figura 3.1: Grafica dels 20 primers valors propis de A, (dibuixats en ™’ ) i
els de A, per a = 107 (dibuixats en '0’).

Hem vist la relacio dels valors propis de 'operador pertorbat als del no
pertorbat, pero no hem considerat que passava amb la resta de l'espectre.
De fet, a diferencia de Ay, A, amb a > 0 tindra espectre essencial.
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3.2.3 Espectre essencial de A,,.

Ja hem vist que l'espectre essencial estava format per tots aquells punts
de I'espectre que no fossin valors propis aillats i de multiplicitat algebraica
finita. Ho veurem en detall en el capitol 4, concretament en el teorema 50,
pero podem avancar que quan « > 0 es té com a espectre essencial:

Oess(Aa) = {%1}

Que passa amb l'espectre essencial quan o = 07 Hem vist en anteriors
apartats que podiem invertir Ag i que l'invers era un operador compacte, de
manera que Ay no pot tenir espectre essencial. Intuitivament, a mida que «
es va acostant a zero I'espectre essencial (el punt =) es va allunyant cap a

(0%
—oo fins que, en el cas limit, desapareix.

3.2.4 Existencia de valors propis dominants per A,
quan « > 0.

Com a conclusio dels dos apartats anteriors es pot formular el segiient teo-
rema:

Teorema 39 L’operador A,, amb a,e > 0 admet un subconjunt finit de
valors propis dominants.

Demostracio.

Considerem un operador A,, per a > 0 fixada. Com que A, genera
un semigrup analitic, els seu espectre estara contingut en un sector, que
denotarem per S,. També hem vist que l'espectre essencial esta format per
un unic punt %1, de manera que és I'inic punt d’acumulacié possible de
I'espectre dins el sector S,. Si qualsevol altre punt de I'espectre és aillat i
estan dins aquest sector, n’hi haura un nombre finit amb part real major
que la resta i que _?1 (si o és prou petit, _71 estara prou a l’esquerra com
perque aixo passi): aquest és el subconjunt finit de valors propis dominants.
Observem que efectivament hi haura valors propis a la dreta d’aquest espectre
essencial perque quan « s’acosta a zero, els primers valors propis s’acostaran

a l’eix imaginari, tal i com fan els valors propis de Aj. O

Observacié 40 Podem observar en el fenomen dels valors propis dominants
dos fets curiosos, que no demostrarem: la dimensio dels subespais dominants
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no és constant per a tots els o > 0; @ els valors propis dominants no son ne-
cessariament pertorbacions dels mateizos valors propis de Ayg. Com hem dit,
no demostrarem aquestes afirmacions, pero intuitivament sembla clar que a
mida que @ s’acosta a 0, els compactes on 0,(Ay) s’assembla a o,(Ay) son
cada cop més grans. D’altra banda, com més valors propis de Ay agafem,
meés a prop estan de [’eix imaginari, de manera que la seva part real és cada
vegada més gran. Com que en decréizer o hi ha més valors propis de A, que
s’assemblen a uns valors propis amb part real cada cop més gran, és logic
pensar que els valors propis dominants de A, seran aquests nous que passen
a assemblar-se als de Ay. Dit d’una altra manera, no seran pertorbacions
provinents dels mateizos valors propis de Ag, sind que vindran de valors pro-
pis diferents (que potser en I’A, anterior tenien part real menor). Com a
il.lustracio d’aquest fenomen tenim la figura 3.2: en la grafica de l’esquerra,
el subconjunt finit de 0,(A,) que és pertorbacio de valors propis de Ay esta
format pels 4 primers valors propis; d’aquests, els dominants son les per-
torbacions del tercer i quart valors propis de Aqg. Per contra, en mirar-nos
la situacio per una o menor, el subconjunt pertorbat de valors propis esta
format ara per 6 elements, dels quals els dominants son les pertorbacions del
cinque 1 el sisé de Ag: se n’han afegit dos, que abans estaven més enrera, que
han passat a ocupar el lloc de dominants.

Si els valors propis que son dominants es van succeint (els de menor part
real son els que després passaran a davant) és de suposar que, per continuitat,
hi hagi un o intermig en que els nous valors propis dominants tinguin la ma-
teixa part real que els antics valors propis dominants: hi ha un moment,
doncs, que el nombre de wvalors propis dominants ha canviat. Aquest ra-
onament intuitiv té la seva il.lustracio grafica en la figura 3.3, andloga a
l’anterior, on veiem 2 wvalors propis dominants en la grafica de ’esquerra ,
pero se n'intueixen 4 en la de la dreta. Per tant, si pensem que el fet de tenir
un nombre finit de valors propis dominants ens permet escriure l’equacio en
derivades parcials com una equacid diferencial ordinaria (quan t — o0), el
que tindriem és que 'ordre d’aquesta equacid no és constant (en el nostre
exemple, passaria de 2 a 4).

Observacié 41 Per a > 0 fizada, l’equacio en derivades parcials té com a
limit una equacio diferencial ordinaria, ja que acabem de veure en el teorema
lexisténcia d’un conjunt finit de valors propis dominants en aquest cas. Tot
i aixo, els dos fenomens anteriors ens fan veure que no €és possible obtenir
informacio sobre l’equacio diferencial ordinaria limit de manera uniforme per
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Figura 3.2: Comparacié amb els valors propis de Ay (dibuixats en '*’ )dels
valors propis per a = 0.01, a l'esquerra, i per « = 0.001 a la dreta (dibuixats
en’o’ ).

a tots els o > 0: per una banda, ['ordre de l’e.d.o. ens depen de la dimensio
dels espais corresponents als valors propis dominants, que hem observat que
varia quan o — 0; 1, per Ualtra, els coeficients de l’e.d.o. s’obtindrien a
partir de les expressions dels valors propis dominants de A,, expressions que
no podem obtenir de manera general en termes de o > 0 ja que no vénen dels
mateizos valors propis de Ay (de manera que no podrem escriure els valors
propis dominants com a pertorbacions respecte o dels de Agy). L’inic que
podriem fer, doncs, és estudiar l’equacio diferencial ordinaria per a cadascun
dels a > 0, equacio que, per exemple, podriem escriure si fossim capacos de
trobar el conjunt de valors propis dominants en cada cas.
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Figura 3.3: Comparacié amb els valors propis de Ay (dibuixats en "*’ )dels
valors propis per @ = 0.01, a l’esquerra, i per & = 0.0032 a la dreta (dibuixats
en o’ ).



Capitol 4

Dependeéncia del sistema
respecte ¢ > 0.

Tot i que en aquest capitol es pretén I'estudi del problema per a valors de ¢
propers a zero, té una especial rellevancia el cas limit, és a dir, el problema
per € = 0, degut al caracter explicit de les solucions i dels valors propis. De
fet, el problema per € petit el pensarem com una pertorbacié del problema
lfmit. Es per aixo que dediquem un primer apartat a un estudi exhaustiu
d’aquest cas.

4.1 Elcase=0

El sentit fisic de fer zero aquest parametre, sense que els altres quedin afec-
tats, és pensar una massa m infinita (recordem que € és inversament proporci-
onal a la massa m de 'extrem, veure 'apartat 1.2.3 ). Aixi, doncs, pensarem
en un amortidor visco-elastic amb una massa a l'extrem infinitament gran.
En aquest cas, el problema a resoldre és el segiient:

71
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U — Ugy — AU =0, 0 <z <1, t>0
u(0,t) =0, t>0

ue(Lt) =0, t>0

(4.1) u(z,0) =up(x), 0<zx<l1

u(x,0) =wvo(z), 0<z<1

u(1,0) = n (= uo(1))

[ ue(1,0) = p (= vo(1))

on u =u(z,t) i a> 0. Tot i que els resultats d’aquest capitol valdran per a
valors de o > 0, es comentara el cas a = 0, que ja s’ha fet amb detall en el
capitol 2.

4.1.1 Valors propis i funcions propies.

En aquest cas, els valors propis i les funcions propies es poden calcular
explicitament. Efectivament, si busquem solucions de la forma wu(z,t) =
e*Mu(z) (és a dir, X és valor propi i u(x) és funcié propia) i substituim en 4.1
ens queda 'equacio:

1+Aa)Upe — Nu=0, 0<x<l1
(4.2) u(0) =0
ANu(1) =0
on, ara, v = u(x) i @ > 0 (tot i que comentarem el cas a = 0). Si suposem

d’entrada que A\ # 01ique A # — (que son els dos valors critics del problema)
o

obtenim com a resultat el conjunt w,(x,t) = e u,(z), amb:

A, = —am’n® + \/0‘22”4"4 _47T2"2, n=123,..
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Up(z) =" — et =1,2,3, ...

Pero ens haviem deixat dos valors possibles per a \: A = —— i A =0

Q@
(observem que aquest ultim cas es podra incloure en I'anterior expressié de A,
amb n = 0). Vegem si sén possibles valors propis. Si ens fixem primerament

en A\ = ——, tenim que u ha de ser solucié de:
Q@

u=0, O<z<l

(4.3) u(0) =0

és a dir, forcosament la funcié propia corresponent seria u = 0, que no és
funcié propia. Aixi, A = - no és valor propi.
Mirem-nos ara A = 0. En aquest cas veurem que, no només tenim un

valor propi siné que té multiplicitat algebraica doble. Efectivament, si A = 0
I’equacié & resoldre és:

(4.4)

que té per solucié totes les funcions de la forma u(x) = kx, k € R. Per tant,
A = 0 és valor propi de funci6 propia u(z,t) = %z = z.

Pero A = 0 també déna lloc a una solucié no trivial del tipus u(z,t) =
eMug(z) +teMuy (x) és a dir, en aquest cas, u(z,t) = ug(x) +tuy(x) on, si ho

substituim en 4.1, tenim que:
up(z) =cox, co €R

'LLl(Z') =0T, S R

Aix{, tenim aquest valor propi amb multiplicitat algebraica igual a 2 (po-
dem comprovar que no és superior a 2 veient que les funcions de la forma
u(w,t) = up(x) + tuy (x) + t2uz(x), amb uy(x) # 0 no sén solucié de 4.1).
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Per tant, recopilant, els valors propis i les solucions associades pel cas
e =0 son:

A — —am?n? + \/a227r4n4 —47T2n2, n—0.1.2.3,..

Up(z,t) = e)‘”t(ei”” — e_””””) ,n=12,3,..

up(z,t) =cox+crxt sin=0

Observem que el valor de r (recordem, la viscositat de I’amortidor) no
influeix en el resultat del problema per € = 0: obviament, ja que r apareixia
multiplicada per € en les condicions de contorn (veure ’equacié 1.2). Si ho
pensem des d'un punt de vista fisic, té cert sentit pensar que la friccié que
actua en l’extrem on hi ha la roda deguda a la viscositat de 'amortidor deixa
de tenir rellevancia davant el fet de tenir-hi una massa infinita, pero si en
canvi continua essent important el valor de «, relacionat amb la viscositat
interna de la molla.

4.1.2 Existencia d’un valor propi dominant doble.

Tot i tenir-los explicitament, és convenient fer un estudi qualitatiu d’aquests

infinits valors propis. Una de les primeres coses que es poden observar és que

A = 0 és valor propi dominant quan ¢ = 01« > 0. La manera de veure-ho

és utilitzant energies, tal i com s’ha fet en la secci6 2.2.2. De fet, utilitzarem

la mateixa energia que en aquest apartat, pero sense multiplicar-la per ¢.
Aixi, prenem

I 2 I 2 1 2
E(u(z,t)) = 3 i |ug| “dx + 3 i |ug| “ dx + §|ut(1)|

Si ens mirem la derivada d’aquesta energia sobre solucions u(z,t) de 4.1
tenim, després d’integrar per parts:

d ! 1
aE(u(x,t)) = —a/o e |* 4 Re[ﬂxut + aﬂtum} .

Si ens mirem aquesta expressié per a solucions de la forma u(x,t) =
e*u(x), se’ns simplifica degut a les condicions de contorn de 4.1, ja que:
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u(0,t) =0 < e*u(0) = 0 = u(0) =0

uy(1,1) =0 < Metu(l) =0 = u(l) =0

Observem que d’aquestes condicions es dedueix que:

uy (0,1) = Aeru(0) =0

i que
u(1,t) = AeMu(1) =0

ja que u(0) = u(l) = 0. Per tant, si substituim aquestes condicions de
contorn en la nostra expressio, la derivada de I’energia ens queda com:

d 1
—FE(u(x,t)) = —a/ luge|> < 0
dt 0

Mirem-nos ara aquesta energia directament sobre solucions de la forma

u(x,t) = eMu(z). En aquest cas, la derivada és.

%E(u(x,t)) = Re)e?f f(x)
on f(r) = ( fol lu,|? do + fol |\ul?dr + |)\u(1)\2> > 0. I haviem vist que
per a solucions d’aquest tipus I'energia era decreixent, de manera que I'tinica
opcid és que Rel < 0. De fet, repassant els calculs es pot comprovar com,
suposant que a > 0, tenim que Re\ < 0 si A és un valor propi diferent de
zero. Per tant, A = 0 és un valor propi doble dominant sie =01 a > 0.

Si considerem, pero, a = 0 podem reescriure els valors propis calculats
en 'apartat anterior:
A =0T, N E 7

i continuem tenint A = 0 com a valor propi doble. Es a dir, que tots els
valors propis estan situats sobre la mateixa recta vertical ReA = 0. Per tant,
és evident que no tenim cap subconjunt finit de valors propis amb part real
major estrictament que la resta: no tenim, doncs, un subconjunt finit de
valors propis dominants. De fet, en el capitol 2 ja haviem vist aquest resultat,
pero considerant valors estrictament positius de .
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10 T

-8+ 4

-10 1 1 1 1 1 1 1 I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.1: Valors propis per a = 0.

4.1.3 Valors propis per € = 0.

El fet de tenir explicitament els valors propis en aquest cas permet, per
exemple, estudiar quina geometria tenen com a conjunt, sempre en funcio de
a > 0. Si ens mirem els valors propis, el primer que podem observar és que,
a priori, en podem tenir de reals i complexos. Concretament, tindrem tres
possibilitats:

2
e 0 <n < —. En aquest cas, tindrem A, complexos. Observem, pero,

arm
que per « fixat tindrem un nombre finit de valors propis no reals, ja

2
que hi ha un nombre finit de n < —, amb n € N.

am
2 .
n = —. En aquest cas, a ha de tenir un valor molt concret (o =
ar
2 —2
—, m € N). Si déna aquesta casualitat, tindrem A\, = — també
™ Q@

com a valor propi doble.

2
n > —. Observem que tenim infinits \,, en aquesta situacié (de fet,

segons el valor de v pot arribar a ser la unica situacié possible). En
aquest cas, soén valors propis reals.
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El que farem és veure la geometria en cadascun d’aquests casos i cap a
on tendeixen els valors propis quan n — oo.

2
1. 0<n< —
am

Com ja hem comentat, hi ha un nombre finit de valors propis complexos,

si és que n’hi ha algun: observem que si — < 1 no tindrem cap n € N
arm

menor que aquesta quantitat i, per tant, no tindrem \,, complexos. En

particular, com menor sigui «, més valors propis complexos tindrem.

Pero si 0 < n < —, els valors propis son:
am

1
pa_— §<—a7rzn2i i7mx/4—oz27r2n2)

2,2
. . . —amn
Si ens mirem la part real d’aquests valors propis, Re A, = ———,

podem observar que és decreixent en n, de manera que, en particular,
els valors propis complexos compleixen que:

2

2
<0, V0o<n<—
T

Re )\, < ReA =

A més, podem comprovar que aquest conjunt de valors propis comple-
xo0s estan situats sobre una circumferencia de centre (—,0) i radi —,
o o

tal com il.lustra la figura 4.2.

2
2. n=—
am

Ja hem parlat del tipus d’a que cal per tal que es doni aquesta situacio
de valor propi doble A\, = —=. De ser aixi, quina posicié6 ocuparia

o
en l’espai respecte els possibles valors propis complexos? Només cal
comprovar que

-2  —am?n? 2

— < — <0, V0<n < —

«a 2 am
per veure que aquest valor propi és menor que les parts reals dels valors
propis complexos anteriors: continua, doncs, la successio decreixent en
n. Veure la figura 4.3.
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20

15K 1

10 -

-10+ 4

151 4

-20 L 1 I
-60 -50 -40 -30 -20 -10 0

Figura 4.2: a = 0.05: existencia de valors propis complexos.

2
3. n>—

ar
En aquest cas, que inclou els infinits valors propis excepte, potser, els
primers, ens trobem amb els valors propis reals:

—am?n? + Va2rint —4x2n? 2
A, = , n> —
2 lo%s

Distingirem entre A\ i A, segons si ens quedem amb el signe positiu
o amb el negatiu. Observem, pero, que tant si ens quedem amb un
signe com amb ’altre tenim valors propis estrictament negatius: per

a A\, és evident; i per A\, només cal recordar que n > —, que és
(%

a la condicié necessaria i suficient a la qual s’arriba si s’imposa que

A < 0. Per tant, quan ¢ = 0 tots els valors propis verifiquen que

Re X, <0, Vne N\ {0}.

Mirem-nos-els, pero, més detingudament i observarem el que ens diu el
segiient lema.

Lema 42 FEl subconjunt de valors propis {\}

n

2
n > —} té limit fora
an

del conjunt de valors propis. Concretament,
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20

15} ° © o i
]
[¢]

[¢]

10 -
e}
e}
sl ]
(@
or ) 4
e/
sl ]
o]
o]

0| ]

o [}

]

-15 O o © =

-20 L L L L L L
-35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0

. 2 T .
Figura 4.3: a = F: existencia d’un segon valor propi doble, A = —10 7.
s

-1
lim A} = <—)
n—oo (6%

1 hi tendeixen per [’esquerra.

Observacidé 43 FEl limit d’aquesta subsuccessio no és valor propi, tal
1 com ja hem comprovat al principi d’aquest capitol, pero veurem més
endavant que €s l’unic punt de [’espectre essencial de ’operador corres-
ponent al problema per ¢ = 0.

Demostracio.

Només cal fer els calculs. Per veure qui és el limit, només cal recordar
que

1
\/1—x:1—§x+0(x2), x~0

Amb aquesta observacid, escrivim els A7 com

2)\::—0671'271/2‘1‘0(77'277;2 1—ﬁ:
TN
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4 1
2 2 2. 2 _
—anmn® + an’n [1_—20427r2n2+0<_n4>] =
1 1
«Q n

1
d’on ja tenim que A\ — —— quan n — oo.
o

Per veure que hi tendeixen per I’esquerra, en tenim prou amb comprovar

1 2
que \f < ——. T aix0 es compleix simplement del fet que n > —
Q@ arm

I que podem dir dels A7 Ho recollim en el segiient lema.

2
Lema 44 FEl subconjunt de valors propis {\,, n > —} té limit —oo.
am

-2 , 2
A més, N\, < — 1 és decreizent en n > —.
a am

20 o YO
o
o
o
15 ol
© o
101 —
o
51 ]
oro © o o o o O -0am * 4
5L i
o
_10- )|
° [e]
-15+ O
o
o
[¢]
I I I O 4 O

-20 L I
-140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0

Figura 4.4: o = 0.05: grafica dels valors propis reals.
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4.1.4 Espectre essencial quan ¢ = 0.

Per a fixar criteris, denotarem, durant aquest capitol, la dependeéncia res-
pecte ¢ de l'operador corresponent com A,(g), per € > 0. Aixi, 'operador
corresponent al problema d’aquest apartat, per al qual hem trobat i analitzat
els valors propis, el denotarem com A, (0).

Ens preocuparem, doncs, de trobar I'espectre essencial de A, (0) per a >
0, que veurem més endavant que, de fet, també és l’espectre essencial de
Au,(e) per e > 0. Hi ha diverses definicions d’espectre essencial, cadascuna
d’elles amb les propietats corresponents. Nosaltres, pero, ens fixarem en la
que s’utilitza en el capitol 5 de [H].

Definicié 45 Sigui L un operador lineal en un espai de Banach. Anomenem
espectre essencial de L, que denotem per o.s(L), a qualsevol nombre
complex que no estigui en el conjunt resolvent de [’operador o sigui un valor
propt de L aillat © de multiplicitat algebraica finita. Altrament, parlarem del
conjunt de punts normals de ['operador.

Amb aquesta definicid, I'espectre essencial té la propietat de ser invariant
per pertorbacions relativament compactes de 'operador, tal i com es deduira
del segiient teorema de [H], que reproduim a continuacio.

Teorema 46 (Henry [H]) Sigui T'+ S una pertorbacio relativament com-
pacta de l'operador tancat T', és a dir, S és un operador lineal compleir que
D(S) D D(T) i que S(T — X Id)™" és compacte per algun Ny € C. Sigui U
un congunt obert connex qualsevol de C format unicament per punts normals
de T'. Llavors, o bé U conté unicament punts normals de T+ S o bé conté
unicament valors propis de T + S.

Mirem-nos qui sén exactament aquests operadors en el nostre cas. En
primer lloc, 'operador corresponent al problema 4.1, és:

.0 () = (o )

D(44(0)) = D(A,) = {( (, u(1)) > €X; x X1, (u+av)e HQ} CH

amb domini
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tal i com ja haviem vist en el capitol anterior, quan ens miravem 1’operador
respecte el parametre a. Tot i que alla treballavem amb € > 0, els espais per
A,(0) continuen essent els mateixos.

Un cop definit I'operador, voldrem trobar o.ss(A4(0)). Pero per a fer-ho
no treballarem directament amb aquest operador, siné amb una pertorbacié
d’aquest. Aixi, definim:

(wu) _( (0) ©.0
(A« (0) + B) (mm))) = ((<U+M>mo)) + <<—év70>
Observem que es tracta de treballar amb el problema pertorbat

(d( ) _1( ), 0<z<1,t>0
— (U — QUgy) = — (U — A UL), T ,
dte « t

(45) 3 wo,6)=0, t>0

\ Utt<1,t) = O, t>0
on ja s’intueix el canvi de variables que convindra utilitzar.

Teorema 47 L’espectre essencial de 'operador pertorbat és:

Gess (Aa(0) + B) = {_—1}

o

Demostracio.
Treballar amb el problema pertorbat 4.5 ens déna de forma natural un

(f, f(1))

canvi de variables. Siguin ( (9,0) ) les noves variables, obtingudes de les

anteriors mitjancant el canvi:

(u, U(l))) ((f, f(l))) ( (u, u(1)) >
€ D(A,) — =
(fratay) <2 .0 ) = \(v—au.v()
és a dir, la identitat sobre la primera component (u, u(1)) € X; C H'(0,1)xC
i un canvi on intervenen segones derivades en 1’altra component. El problema
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d’aquest canvi formal és que no esta clar que u,, estigui definida si partim de
(u,u(1)) € X; € H'(0,1) x C. Usualment, es pensa aquesta segona derivada
en Pespai H71(0,1), és a dir, espai dual de H}(0,1). Aix{, u,, el podem
definir com l'operador sobre elements de H}(0,1) que actua de la manera
segiient:

1 1
0 0

on ara totes les derivades si tenen sentit. D’aqui tenim que g = v — @ Uy,
esta definit com a element de H~1(0, 1).

També teniem una relacié entre u i v que s’haura de traduir per les noves
variables f i g: com que (u+ av) € H*(0,1) caldra que f + a (g + auy,) €
H?(0,1). Perd f = u, de manera que podem escriure aquesta condicié com
f+a(g+afm) € H*0,1). Amb aquestes consideracions, podem donar
I’espai E on viuen aquestes noves variables, definit a partir del domini de les
velles:

() . 2
E_{< (g,b) )v (f, f(1)) e Xy, g€ H(0,1), f+0é(g+ozfm)eH(0,1)}

Ec ((H'(0,1) xC) x (H'(0,1) x C))

En aquestes noves variables f i g podem escriure A, (0)+B com 'operador
triangular superior:

2
(A.(0)+B) ((f, f(l))> . (f, f(l)) _ (n Tg) ((ﬁ f(l))) _ (%] +9b)
“ (g’b) gab 0 T3 (gub) (_8970)
Si volem, per a més claredat, podem escriure I'operador anterior de forma
desenvolupada:

adZ 0 Id 0 f
0 0 0 1]]|f(Q
0 0 —11d 0 g
0 0 0 0 b

on
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El que farem és, seguint la idea de [C-SM], relacionar el conjunt resolvent
i els valors propis d'un operador del tipus de T amb els de T7,T5 i/o Ts.
. . Ty Ty\ .
En general, tindrem que A pertany al conjunt resolvent de ( 01 T2> si ens
3
permet resoldre el problema

(5 5)- (0" 5l 6) - (2)

amb (ﬁ 1) donats. Es facil veure que aquest problema es pot resoldre si i

fa

nomeés si A esta en el conjunt resolvent de 77 i en el conjunt resolvent de T3.
Dit d’una altra manera,

vee (5 1) = (i 1)
& AeC\(p(T)Np(T3) =

Agp(Th) oA ¢ p(Ts) & Ae(o(Th)Ua(Ts))

Com que els punts de l'espectre del nostre operador triangular vindran
de o(T1) o de o(T3), vegem com es comporten, en el nostre cas, els punts

d’aquests espectres com a punts de o ((7(;1 ;2> )
3

1. Si A € o(71) tenim dues opcions:

(a) A € 0,(T1). En aquest cas tenim un valor propi de 7 aillat i
de multiplicitat algebraica finita. Obviament, seguira essent aillat
com a punt de 0(A4,(0) + B). Només queda comprovar-ne la mul-
tiplicitat en aquest operador, pero com que és triangular superior,
es pot comprovar que aquesta es manté. En aquest cas, doncs,

T 15
AE oy (O T3>'
(b) L’altra opcid és que A € es5(T7). Pero, T} = ( @ 8), que és

com un laplacia, no té espectre essencial.
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—i] d 0
0 0
(si ens mirem els operadors de forma desenvolupada) I'inic punt de

2. L’altra opcié és que A provingui de o(73). Com que T3 =

I'espectre és ——. Si ens el mirem en 'operador A,(0) + B:
a

ad? 0 Id 0

x

0 0 0 1
0 —lld 0

Q
0 0 0

podem comprovar que tots els vectors de la forma

s()
0

—ls(x) —as’(x)

!
0
. . o1 , .
son vectors propis de valor propi —— de l'operador triangular, per tot
o

s(z) del domini. Per tant, —— té multiplicitat algebraica infinita com a
a

punt de 'espectre de A, (0)+ B. Es a dir, pertany a l'espectre essencial
de A,(0) + B

Pot haver-hi altres punts, en o.s5(A4(0) + B)? Si fos aixi, en particular
serien punts de l'espectre de A,(0) + B, i ja hem vist qué passava en aquest
cas.

Per tant, I’espectre essencial de I'operador pertorbat esta format per un

unic punt, que és —— O
o

Lema 48 L’operador A,(0) + B és una pertorbacid relativament compacta
de An(0).

Demostracio. Prenem un A € p(A,(0)) i considerem l'operador (A,(0) —
AId)~', que és un operador continu de H en D(A,). I B sobre (A,(0) —
AId)~! actua essencialment com a la inclusié de la segona component, que
esta en H'(0,1), en L?*(0,1), que és una inclusié compacta. Per tant, A, (0)+
B és una pertorbacié relativament compacta de A, (0).

O
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s

Corol.lari 49 L’espectre essencial de l'operador no pertorbat A,(0) és:

oo (40 = { T

(67

Demostracio.

Per al nostre argument utilitzarem el teorema 46 abans enunciat.

-1
Acabem de veure que 0.4 (A4(0) + B) = {—} Per tant, la resta de
Q@
punts del pla sén punts normals de 1'operador (recordem la definicié 45).
, -1
Es a dir, el conjunt obert 4 = C\ { — ¢ conté només punts normals de
e

A,(0) + B. D’altra banda, l'operador A,(0) es pot pensar també com una
pertorbacié relativament compacta de A,(0) + B (veure lema 48). Aixi,
aplicant el teorema 46 (Henry), tindrem que el conjunt U esta format o bé
només per valors propis de A,(0) o bé només per punts normals de A,(0).
Obviament només la segona opcid és valida, ja que hem vist en 'apartat 4.1.1
qui eren els valors propis de A,(0). Per tan, o.s5(A,(0)) ha d’estar contingut
en el complementari de U:

«

ammw»g{i}

Altre cop, aix0 ens deixa dues opcions: 0 bé 0.(A4(0)) = 0, o bé
—1

Oess (Aa(0)) = {—} Si suposem la primera, que A,(0) no té espectre
a

essencial, podem repetir 'argument anterior pensant 'operador A,(0) + B
com pertorbacio relativament compacta de A,(0). En aquest cas, 'obert es-
collit seria U = C, format només per punts normals de A,(0), de manera que
pel teorema 46 tindriem o (A4 (0) + B) = 0, que dbviament és fals. Per
tant, 'inica opcid possible és que:
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4.2 Pertorbacioé de I’espectre respecte ¢ > 0.

Ja hem vist que el sentit fisic d’aquest cas és suposar una massa m prou gran
en 'extrem de la molla. Matematicament, pero, pensarem aquest problema
com una pertorbacié del problema per € = 0 i veurem que se’n mantenen els
resultats principals.

4.2.1 Pertorbacié del valor propi doble A = 0 quan
e~ 0.

Per fer notar la dependencia dels valors propis respecte del parametre ¢,
escriurem Ay (¢) per a referir-nos a 1’k-éssim valor propi en el problema per
e > 0. Aixi, denotem per A\g(0) = 0 el valor propi doble dominant quan
e = 0. Si pertorbem el problema considerant un ¢ > 0, potser proxim
a zero, la intuicié ens portaria a pensar que els valors propis pertorbats
corresponents a \g(0), que podem denotar per \{(g) i Ay (), siguin també
dominants. Efectivament, és el que passara.

Per veure-ho, comencem veient analiticament unes aproximacions de Ag(0)
0 quan ¢ és prou petit. En aquest cas recuperem el problema de referencia
1.2:

Upp — Ugy — QAU =0, 0<x <1
u(0,t) =0
u(1,t) = —e ug(1,8) + au(1,t) + rul, 1))
onu = u(z,t),e > 0ia, r> 0. Sibusquem solucions de la forma e*u(z), tal

i com feiem en 'apartat 2.2.2, pero ara per a > 0, obtenim com a solucions
associades:

A2

u(gj) — e\/%x — 6—\/mx

i els valors propis A han de complir la seglient relacio:

A (14 Xa) ] Y { e(1+ )
evifia [N+ ————= +er| =eVifa |\ — ————= +e¢r 4.6
V1+ A V1+ Ao (4.6)



88 Dependéncia del sistema respecte € > 0.

Podem pensar aquesta expressié dels valors propis com una funcié de
(g,\) igualada a zero, a la qual aplicarem el teorema de la funcié implicita
en C? en un entorn prou petit del punt (g9,A9) = (0,0), de manera que
podrem expressar € com a funcié de A en un entorn del valor propi doble
dominant.

Per tant, tenim ¢ com a funcié holomorfa de A:

e=e(A) =¢go+ 1A+ 0% +0(N?)

Sabem que lentorn on aixd és cert és un entorn de (g9, Ag) = (0,0),
de manera que forcosament 5 = 0. A partir d’aqui, si substituim aquesta
expressié en 4.6, on haurem escrit cada terme com la serie de Taylor en A,
entorn de A = 0, obtenim que:

61:0

82:—1

Aixi, podem pensar € com

e(A) = =A%+ o(\?)

i, traient factor comu a A%, podem pensar-ho com:

—£(A) = Mp())
on ¢(A) = 14 0(). Sifem el canvi de variables § = Ay/p()), tenim —e = §?

i A en funcié de 6.
Per tant, podem repetir 'argument i tenim:

A=A(0) = Ao+ A1 0+ A2 6%+ 0o(5?)

d’on sabem ja que \g = 0 pel mateix motiu que abans. Amb aquesta apreci-
aci6 i pensant l'equaci6 4.6 com a productes de series de Taylor en la varia-
ble 9, els calculs ens porten a trobar el valor, per exemple, dels dos primers
coeficients de A, obtenint les seglients aproximacions d’ordre 1 per a les per-
torbacions respecte § del valor propi doble A\y(0), que és:

[0}

M) =8+ 25 4 of)
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Perd hem vist que —e = 6% o, equivalentment, A = \(£i/€) ja que & > 0.
Per tant, I'anterior expressio la podem posar en termes de €, obtenint les
segiients aproximacions d’ordre 1 per a les pertorbacions respecte ¢ del valor
propi doble A\g(0), que sén:

a+r,. —a—=r

5 (ivE) +o(iVE)” = e+iveto((ive)’) (4.7)

Ag (ivE) = iv/e+ 5

i el conjugat:

X (iVE) = —iv/E + L (VEP + (i)t = =2l e —ivE + ol(ivE)
(4
)

)
.8)
Observem que en fer ¢ = 0 recuperem el valor propi doble A\(0) :=
AL (0) = Ag (0).

Aixi, el valor propi doble pel cas € = 0 s’ha desdoblat en dos nous valors
propis (complexos conjugats) quan pensem e propera a zero. Ara que sabem
com es pertorba el valor propi Ag(0) = 0, veurem que no perd el fet de ser

dominant respecte la resta de I’espectre.

4.2.2 Espectre essencial de A,(¢).

Si veiem que A,(g), € > 0, a > 0 és una pertorbacié relativament com-
pacta de l'operador tancat A,(0), el teorema 46 ens garanteix que l’espectre
essencial no canviara.

Teorema 50 L’espectre essencial de loperador (Ay(€), D(As)), € >0, a >

0 és:
Tess(Aa(€)) = { _—1}

(67

Demostracio.
L’operador A,(g) el podem descomposar de la manera segiient:

a0 (i) = e+ ({716)) -

(mizgilm)+(@;{WAUEEXG}HWGMD
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Observem que B és un operador de rang finit, de domini tot I'espai H. En
particular, D(A,(0)) € D(B) = H. Aixi, la composicié B (A4(0) — Ao Id) ™"
amb Ay € p(A,(0)) ens porta a:

H — D(A,) — H

on H — D(A,) inclusié continua perque (A, (0) — Ao Id)™" € L(H,D(AL))
YV Ao € p(A,(0)); i on la segona inclusi6 és compacta ja que B és un operador
de rang finit i, en particular, compacte.

Aixi, 'operador B és una pertorbacié relativament compacta de A,(0),
de manera que seguint el mateix raonament fet en el corol.lari 49, podem
afirmar que:

4.2.3 Rang numeric i valors propis dominants.

Situarem els valors propis en un sector que no dependra de e. Amb 'ajut de
teoria de pertorbacions, veurem que A\ (¢) i A, (¢), aproximacions que tenen
sentit per € proxim a zero, son els valors propis més a la dreta de tots. I si

€ prou petit, també estaran a la dreta de I'espectre essencial, ¢ — ¢, ja que
o

a > 0 esta fixada. De manera que el que seria esperable, passa: la pertorbacid
del valor propi dominant per € = 0 és també valor propi dominant per € prou
proper a zero (i veurem amb exactitud que vol dir aquest prou proper).

En aquest apartat, doncs, sera important 1’eina que ens donara el sector
independent de € que, sota certes hipotesis, contindra 1’espectre de tots els
A, (e): el rang numéric. Seguirem la definicid i teoremes del capitol V.3 del
Kato [K].

Definicié 51 Sigui T un operador en ‘H. El rang numéric ¢ O(T) és el
subconjunt del pla complex segient:

@(T) = {<TU,U> €eCue D(T>7 HUHH = 1}

Observacié 52 Tot i que podriem usar el fet que els operadors generen un
semigrup analitic per € > 0 per a buscar el sector que contindria [’espectre de
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cada operador, tindriem el problema que els sectors, possiblement, dependrien
de €.

Definicié 53 Sigui ' la clausura de ©(T). Definim el conjunt A com el
complementari de I':

A=C\T

Proposicié 54 (Kato, [K]) El rang numéric és un conjunt convex. Per
tant, A és un conjunt obert o bé connex o bé amb dues components connexes
Ay i Ay (en el cas en que T' sigui una banda vertical).

El que ens interessara a nosaltres per a relacionar aquests conjunts amb
I’espectre és el segiient resultat del Kato.

Teorema 55 (Kato, [K]) Sigui T un operador tancat de H. Per a qualse-
vol £ € A, la codimensio de R(T — &) és constant V¢ € A (0 bé en cada
component de A ). Aquest valor constant s’anomena l'index de deficiéncia
de T (def(T —¢)). En el cas que def(T — &) =0 per a algun £ € A llavors
A és un subconjunt del conjunt resolvent de T' (els resultat és analeg quan A
té dues components).

Comencem, doncs, trobant el rang numeric dels nostres operadors O(A,(¢)),
e > 0. Recordem qui era aquest operador, ja definit en el capitol 3:

(v, v(1))
Aa(g)v B < ((U+Oév)xz7_€ux(1) _50”}96(1) - 87’1}(1) ))

amb domini
D(Au(e)) = D(Ag) = {( (u, u(1)) ) €X; x X1, (u+av) € X2} CH
Per tant, tenim:

(Aa(@)V, V), =

1 1
—a/ v |? — rlv(1)]* - 22'Im/ Uy Uy
0 0

i aixo per a tots els V' € D(Aq(¢)) tals que ||V, =1
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Si ens mirem la part real i la part imaginaria del producte escalar, que
pensarem com un complex /i, i les comparem, usant que ||[V||,, = 1, tenim:

1 1 1
IhnM:2Um/ %m|§2(/|wP>
0 0

i, per tant, tot © € ©(A,(e)) verifica que:

—wa—mwnﬁ)

1
2

|fmu|§2‘(
(6]

Es a dir, el rang numeric esta contingut en el sector parabolic

Su={y =22/ —, z <0}
a
(veure figura 4.5).

No donem exactament qui és aquest rang numeric, pero aquesta localit-
zacio sera suficient per a 1'is que en farem.

Figura 4.5: Sector que conté el rang numeric per o = 0.04.

Teorema 56 L’espectre dels operadors Ay (g), Ve >0, a > 0 esta contingut

en el sector S, = {y = j:ZQ/_—I, r < O}, que no depen de €.
!
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Demostracio.

Ja hem vist que ©(A,(g)) esta contingut en aquest sector Ve > 0, de
manera que només queda veure que ’espectre esta en el rang numeric com-
provant les hipotesis del teorema 55: observem que & = 1 no esta en el
rang numeric, aixi que comprovarem l'index de deficiencia és 0 veient que
R(A.(e) — Id) = H.

Si ens mirem com actua aquest nou operador aplicat sobre un element V'
qualsevol de D(H), tenim:

_ (v —u v(1) —u(l))
(Aale) = Id)V = ( (U4 av)e — v, —¢ [ug(1) + avy(1) + ro(1)] —v(1)) >

que, efectivament, esta en H = X; x Xj. Per a veure que el rang és complet,

prenem un element qualsevol de l'espai total, F' = ( (£, £(1)) ) e Hi

(9,b)

hem de trobar V = ( ((Z: 58)))) > € D(H) tal que (Ay(e) — Id)V = F. Si

escrivim aquesta igualtat terme a terme, aquesta es tradueix en resoldre el
problema segiient:

(4.9)
UII—FO{UII—’UZQ

[ —€ [ua(1) + avy(1) +rv(1)] —v(1) = b

amb (f, f(1)) € X1, g € L*(0,1), b € C donats i u(0) = v(0) = 0. Mitjangant
dos canvis de variable es pot veure que aquest problema té solucié unica en
I’espai que volem. Definirem en primer lloc una nova variable w = u 4+ av.
w—u
Amb aquesta notacié, podem expressar v = i aixi el problema es
Q@

transforma en:
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( w—u_u:f
A= ) = g
(4.10)
| ¢ [wx(l) + g(w(l) —u(1)] - M —

i w també verifica que w(0) = 0. Utilitzem ara la primera equacié per a fer el
w—oaf

nou canvi de variable u = i expressar el problema en termes d’una

unica incognita, w. Aixi, hem de resoldre:

( w . ¥
Wyy — -
1+a Y7 1+a
(4.11) w(0) =0
1+er 1+er
—ew, (1) — 1) =b 1
\ 811)() 1+Oéw() +1—|—Ozf()
f 2 . . . 2 .,
Com que g + Tra € L*(0,1), existeix una tnica w € H*(0,1) solucié
«

del problema anterior. Si recuperem les nostres incognites inicials:

()=t (e )

tenim que, efectivament, V' esta en D(A,(€)).
Com que hem vist que el rang de l'operador A, () — Id és complet, el
teorema de Kato 55 ens garanteix que l'espectre de A, (g) esta contingut en

O(Aa(e)).

O

Observacié 57 Seria raonable plantejar-nos l’us del rang numeéric per a
trobar un conjunt independent de o que inclogués [’espectre de A, per o > 0,
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enlloc de pensar-lo en un sector depenent de «, tal i com hem fet en el capitol
3. El problema és que acabem de veure que aquest sector depen de a.. De fet,
per « cada cop més petits, l'angle del sector seria cada cop més gran, arribant
a ser tot el semipla negatiu en el cas limit o = 0. Es a dir, 1"us del rang
numeric no ens dona, en aquest cas, cap informacio que no es pugui derivar
del fet que un semigrup analitic té ’espectre contingut en un cert sector.

Tot aixo ho hem fet per a tenir localitzat espectre de A, (g), o, & > 0.
Pero el nostre objectiu continua essent demostrar que A, (¢) té un subconjunt
finit de valors propis dominants i que aquests sén \d (€) i Ay (€). El resultat
principal que usarem per a demostrar-ho és el teorema 34 (al capitol 3), un
teorema de pertorbacié de Kato, i el raonament que hem fet partint d’aquest
teorema en l'apartat 3.2.2 , també seguint el [K]. Essencialment, aquest
teorema ens permetia parlar de continuitat respecte un cert parametre de
conjunts finits de valors propis si 'operador pertorbat convergia en sentit
generalitzat al no pertorbat. Per tant, el primer que veurem és aquesta
convergencia en sentit generalitzat dels operadors.

Teorema 58 A,(¢) convergeiz en sentit generalitzat a A,(0) quan € — 0,
per a > 0 fizat.

Demostracio. Es, essencialment, una demostracié técnica que consisteix en
acotar la norma d’un operador diferencia per una constant que tendira a
zero quan € — 0 (recordem la definicié 29 de convergencia generalitzada, al
capitol 3, i les propietats equivalents que ens donava el lema 30).

El primer problema és, pero, que A,(0) no és un operador invertible.
Aixi, no podrem veure la convergencia en sentit generalitzat de A,(e) a
A,(0) directament; perd que aquesta convergeéncia és certa és equivalent a
comprovar la convergencia en sentit generalitzat d’uns operadors traslladats,
que si seran invertibles si els traslladem convenientment. En el nostre cas,
comprovarem que:

(Aa(e) — Id) — (An(0) — Id)

e—0

en sentit generalitzat veient que

I(Aa(e) = 1) = (Aa(0) — Id) ] 3 — 0 (4.12)

Com a incis direm que en [K] es pot veure com efectivament, les pertorba-
cions acotades dels operadors mantenen la convergencia en sentit generalitzat
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d’aquests. Intuitivament, aquesta equivalencia és clara, ja que en restar-los
la identitat 1'inic que hem fet és traslladar les grafiques, que és el que ens
donava la mesura de la convergencia generalitzada.

Vegem la convergencia generalitzada dels operadors traslladats.

1. A,(e) — Id i A,(0) — Id sén operadors tancats.

2. Els inversos existeixen i son operadors continus ja que 1 no pertany ni
a 0(Au(e)) ni a 0(A,(0)). Tot i aixo, ens interessara trobar aquests
inversos. De fet, acabem de veure la manera d’invertir-los, pero ho

. : . 1 .
tornarem a escriure per clarificar les notacions. Per <<f’ ul ))> eHi

(9,0)

e > 0 fixats, definim 'operador:
1 (O F)Y _ ((wu(l))
i) -1 (BT = ()

() = (i o))

on w°® és la solucio del problema:

amb

(4.13) { w(0)=0

1 1
+erw5(1):b+ +er
1+«

—ew, (1) —

\ 1+« f<1)

Aquest problema té solucié tinica en H2(0,1), de manera que (Aq(g) — Id) ™"
esta ben definit com a operador de H en D(A,); i es pot comprovar
que és 'invers de A,(e) — Id.

Analogament, definim linvers de (Aq(0) — Id)™"

() - (28)-

1 (W —af, wi(1) —af(l))
1+a( (w® + f, w°(1) + ()) )
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on w” és la solucié del problema:

( 0
o W _ f
w1 e 9T T a
(4.14) w(0) =0
1 0 1
- )=b+— f(1
\ 1+aw() +1—|—af()

També té soluci tnica en H?(0,1), de manera que l'operador esta ben
definit i és, efectivament, 'invers.

3. Per acotar la norma de l'operador diferencia dels inversos, vegem pri-
1
mer com actua aquest operador sobre un element ((f(’gf(b)))> e H

qualsevol. Es directe veure que:

[(Aa(e) = Id)™" = (Aa(0) — 1d)™] ((f’f(l))) -
1 (W — ' (wf — wh(1)

0
1
1+ o \(w® —w’ (w® —w’)(1)

Si diem w := w® — w?, el que tenim és que w és la solucid de:

( Wep — L w=0
1+«
w(0) =0
(4.15) .
5wz(1)—111€a w(l) =
\ cwd(1) + T (1) + (1)

on w® és la solucié de 'equacié 4.14. Es pot comprovar que 4.15 té
soluci6 tnica en H2(0,1). Trobar la norma de l'operador diferéncia
dels inversos és trobar una constant C' > 0 tal que:
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1 1 ) /1 2 ) (
—_— Wy | + w w <C / 2 / 24 b2
e ([ s [ Do PA P
(4.16)
De fet, el que veurem és que aquesta constant esta acotada per una
altra C'(e) que depen de ¢ i que lim._oC(e) = 0. Per tant lim._oC =
0, amb la qual cosa haurem comprovat la convergencia generalitzada

dels operadors corresponents. Aquesta demostracié, molt tecnica, la
resumim en els dos passos principals:

(a) Veurem que

v ([ e [ s 2w ) = Sy

on K(w) serd una constant que dependra de w®. Observem que
com que w’ és solucié de 4.14, on no intervé e, K(w°) és una
constant que no dependra de .

(b) Veurem que existeix una constant K tal que

|K(w0)|2 < K ’(fa f(l))
g9, b Jly
. e(l+a)
Per tant, haurem vist que C' < C(e) = Trer K. Com que K
er
no depen de ¢ és evident que C(¢) — 0 quan € — 0, de manera

que
I[(Aa(e) = 1d) ™" = (4a(0) = Id) ]|, — O

e—0

Vegem la primera part:

(a) Multiplicant I'equacié del problema 4.15 per w i integrant per
parts, tenim:

[t o [ —e@um @

Pero w,(1) intervé en les condicions de contorn del problema 4.15,
d’on:

r 14+er —
— —mw(l) w(l)
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r
14+«

A partir d’ara, K (w°) := w9(1) +

aquesta notacio, 4.17 equival a:

/0 Jwal* + / ol + = T (L) < K () ()

c(1+a)
(4.18)
Mirem-nos 4.18 amb deteniment. Si la suma de termes positius és
menor o igual que una quantitat, també sera veritat per cadascun
dels termes. En particular:

w’(1) + f(1). Amb

1+«

l14+er

SO < K ) ()

d’on:

e(l+a)

w(L)] < SR (W)

D’aquesta manera, ’expressié 4.18 equival a:

[t s [l S < SR Dy
(4.19)

Observem, pero, que:

e ([t [ o+ L) <
[t i [l )P

[, si ho ajuntem amb 4.19, ja tenim el que voliem:

ﬁ (/01 onf” +/01 [l* + é |W(1)|2> < % K (w0)[?
(4.20)

Vegem la segona part.
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) Per acotar K (w°) = w?(1) + Lwo(l) + %f(l) per termes
o

AT -

i. Es evident que |f(1)] el podem acotar convenientment. De
fet, com que f(0) = 0, és immediata la desigualtat:

)l < ( / 1 w)% (421)

ii. Mirem-nos |w2(1)]. Com que w’ € H?*(0,1), facilment com-
provem que

haurem de fer diverses acotacions.

(D] < JlwgllZz + lwi,[I7: (4.22)

Per a treballar ||w?| 72, usarem un problema auxiliar. Sigui
w*® la solucié de:

( w

waua:zm_ o =0
(423) waum(o) =0
( w (1) = =(1+a)b— f(1)

De fet, podem trobar w®* explicitament.

I+ a)b+ (1)

aua:( ) : h T
w™ (x) = sin
inh 1 Vi+a
sin
Vi+a
I treballem ara amb la nova funcio wl = w’ — w™ que

és solucié del mateix problema que w°, el 4.14, perd amb
condicions de contorn Dirichlet homogemes.

( 1
v F
W 14+« g+1+a
(4.24) W (0) = 0
wh(1) =0
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En aquesta nova equacié podrem fer unes acotacions que ens
aniran bé per aconseguir el nostre objectiu. Multiplicant 1'e-
quacié per —w' i integrant per parts, obtenim la segiient desi-
gualtat per a la nova funcio:

1 1 1 f
[rutp s i [ <o
0 1+a / l+a

Usant la desigualtat generica que ja haviem utilitzat en ante-
riors acotacions:

|w'|| . (4.25)

L2

1 2
abg@au%zﬁ,\m,b,ceR (4.26)

(laplicarem sovint, triant la ¢ que més ens convingui cada
vegada) tenim en aquest cas:

/ 1 1 / ? ? 112
+ w S —|l9++—— + = ||w
Hg 1+« 12 H HL2 — 2c2 g 1+« 12 2 H ”L2
Prenent ¢ = aconseguim que se'ns anul.lin els termes

amb |lw'||?., 1 ajuntant-ho amb la desigualtat 4.25 podem
arribar a:

1 1"—0( 1 C 1
2 < 2 — 2+7/ 2 4.27
[t 5 [l s [ @

on C' > 0 és la constant del lema 6, del capitol 2.
D’altra banda, estd clar que podem acotar [, w2
mes que ens interessen, ja que la tenim explicitament:

en ter-

1 1
/|M”F§hM”+b/IM2 (1.28)
0 0

on kq, ks > 0 son constants que no entrarem a determinar.
Usant les desigualtats 4.27 i 4.28 i recordant que w® = w! +
w™ podrem acotar fol |w?|?:

1 1 1
[t <z [Pz [ s
0 0 0



102

1il.

1v.

Dependeéncia del sistema respecte € > 0.

1 C 1
1+ o — 42k / 12+ 2k, b2
ra) [l (o +2k) [ IR+ 200

Podem resumir aquesta desigualtat prenent ks com el maxim
d’aquestes constants, de manera que:

1 1 1
[ <w([op e [npee) @
0 0 0

Ens quedaria acotar fol |w? |2, cosa que resulta directa usant
el problema 4.14:

1 C 1 1 C 1
0 2< 02 2 2
R A Wy W
(4.30)

on C' > 0 torna a ser la constant del lema 6.

Amb el que hem vist, podem acotar [w?(1)|. La idea és usar
que per a qualsevol funcié f, f € L*(0,1) es té que |f(zo)| <
IFIZ2 + 11172, Vo € (0,1). Aixd,

1 1
w0 < [ ol [l
0 0

tal i com ja haviem indicat al principi.
Si usem les acotacions 4.29 i 4.30 i escollint k4 com el maxim
de totes les constants que intervenen podem escriure que:

o<k ([ o+ [1nrnr) @

Mirem-nos |w°(1)|. De les condicions de contorn del problema
4.14 veiem que:

W ()] < (L +a) b + |£(1)] (4.32)

Tot el que hem vist era per acotar | K (w?®)|. Perd,

r
1+«

(K ()] < [wp(1)] + [w(1)] + [F (V)]

1+«
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que sén termes que ja hem treballat. Per les desigualtats 4.21,
4.31 i 4.32 podem afirmar que existeix una constant K > 0 tal
que:

werr < ([Tore [ineen) = |(00)

que és el que voliem veure.

H

Podem concloure, doncs, que A, (¢) convergeix a A,(0) en sentit genera-
litzat quan € — 0, per a > 0 fixat.
O

Teorema 59 FEuzisteiz un cert g > 0 per al qual 'operador (Aq(g), D(An)),
amb o > 0 fizat i € < g9, admet {\{(e), Ny ()} (pertorbacions del valor
propi doble A\g(0) = 0) com a subconjunt finit de valors propis dominants.

Demostracio. Degut a la convergencia generalitzada dels operadors, sabem
que si tanquem un nombre finit de valors propis de A,(0) en una corba T’
hi haura un ¢ prou petit a partir del qual tots els A,(¢) tindran alla dins
el mateix nombre de valors propis (amb multiplicitat) que A,(0) (veure el
teorema de semicontinuitat 34 i 'apartat 3.2.2). Aix{ només caldra escollir
la corba adequada per a concloure el que volem.

Tenim « > 0 fixat. Sigui R, un rectangle de centre (0,0) amb les propi-
etats segiients. L’amplada ha de ser prou petita com perque els tinics valors
propis de A, (0) que contingui aquest rectangle R, sigui Aog(0) = 0 (que, re-
cordem, té multiplicitat algebraica igual a 2), i també prou petita com perque
_71 ¢ R,. Sirepassem com sén els valors propis de A,(0), veurem que aixo

. ) . 1 anr?
queda garantit sempre que triem una amplada menor que 2 min ¢ —, < (
«Q

Un cop tenim I'amplada, ens mirem la franja vertical entorn l'origen que
li correspon, F,: en aquesta franja, el sector parabolic S, té una alcada
maxima. Doncs considerarem un rectangle R, d’alcada superior a aquesta.
Un rectangle R, qualsevol, d’aquestes caracteristiques, ens permet triar
[', com la corba tancada que en defineix la vora. Aquesta sera la corba
valida. El teorema 34 de semicontinuitat de Kato (al capitol3) ens garanteix
que existeix un g proper a zero tal que si ¢ < g llavors A,(¢) té exactament 2
valors propis alla dins, ja que dins T',, I"inic valor propi de A,(0) és A\y(0) = 0,
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de multiplicitat 2. Observem que el teorema de la funcié implicita ens havia
permes trobar-los: A\J (g) i Ay (€), si g9 és prou petit com per a poder treballar
en 'entorn que ens déna el teorema de la funcié implicita (si no és aixi,
escollim el minim i ja esta).

Podem dir també que en la franja vertical F,, no hi ha més espectre de
A,(€), ja que tota la part de F, que no esta continguda en R, esta fora del
sector Sy, on viu aquest espectre (recordem que hem escollit R, amb prou
alcada com perque aixo sigui aixi). Per tant, garantim que no tenim elements
de T'espectre de A,(g) amb part real igual o superior a la dels valors propis
de dins R,. I amb l'espectre essencial tampoc tenim problemes, perque hem

triat I', per tal que — n’estigui a l'esquerra.
o)

En resum, Re (A\{(¢)) = Re()\;(g)) > Re\ per a tot A € o(A,(€))
sie < g Esadir, sie < g Uoperador A,(e) té {A\ (), A5 ()} com
a subconjunt finit de valors propis dominants. Dit d’una altra manera, si
e és prou petit, les pertorbacions del valor propi doble dominant de A,(0)
sén també valors propis dominants de 'operador pertorbat A, (¢), de manera
que pertorbacions petites de 'operador A, (0) mantenen el caracter dominant
d’aquests conjunts de valors propis. O

Observacié 60 Observem que la corba Iy, que hem triat per a fer aquest
argument no ens depen de € i, per tant, serd universal per a tots els A,(€)
si € < eg. Pero aquesta corba si depen de l'a > 0 fixat i, per tant, també
en depen el €y ja que, recordem el teorema 34, ¢ ens depen de la corba que
escollim.

Observacié 61 Si la corba T', que escollim admet més valors propis de
An(0) en el seu interior, a part de \o(0) = 0, el mateix argument ens permet
concloure que també hi haura un subconjunt finit de valors propis dominants
en aquest cas, que potser no seran \§ () i Ay ().

El que intuitivament passara és que no caldra un €y tan petit com en el cas
anterior per a tenir valors propis dominants que no siguin les pertorbacions
de X\o(0) = 0. Es a dir, a partir d’un cert £y ja podrem garantir l'existéncia
d’un subconjunt finit de valors propis dominants i si, a meés, ens quedem amb
un € < gg, podrem garantir que els dominants de [’operador pertorbat son
pertorbacions del valor propi dominant doble del cas no pertorbat.

En el cas en que els valors propis dominants siguin {A§ (¢), A (¢) }, podem
donar una aproximacié de l'equacié diferencial ordinaria limit en el punt
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x = L, d’acord amb les aproximacions d’ordre (iy/2)? de A\f(g) i Ay (¢) que
hem calculat en 'apartat 4.2.1 d’aquest mateix capitol. En aquest apartat,
haviem aproximat aquests dos primers valors propis per:

A (iveE) ~ i R (4.33)
s (iVE) ~ —in/e — O‘;rr et (4.34)

Es pot comprovar que ’equacio diferencial que generen és:

a-+r

w”+[(a+r)e+~-]w’+(< 5 )252+8+-~~>w20 (4.35)

on ara w = u(1,t) i les derivades ho sén respecte el temps. Com que el
subespai de valors propis dominants té dimensi6 2, 'ordre de I'equacié dife-
rencial limit també és 2. I, obviament, depen del parametre pertorbador e.
De tota manera, cal tenir en comte que només es tracta d'una aprorimacio
a I'equaci6 diferencial ordinaria limit.

L’equaci6 4.35 no té dimensié fisica, tal i com haviem buscat en I'apar-
tat 1.2.3 del capitol 1. Desfent els canvis de variable, funcié i parametres
introduits en aquest apartat, podem recuperar la versié dimensional de 1'e-
quacié diferencial ordinaria 4.35. Després de desfer els canvis, doncs, obte-

nim:
E, N S| . E
LY L

on ara w = u(L,t) i on els parametres de I'equacié sén els parametres reals
del sistema molla-massa.

Escrita d’aquesta manera, podem comparar I’equacié diferencial ordinaria
4.36, limit del model en derivades parcials que haviem proposat, amb el
model classic de l'equacié de la molla amb fregament (veure I'equacié 1.1,
del capitol 1). Observarem que el coeficient d’amortiment de la molla classica
ha quedat substituit aqui per una combinaci6 lineal dels dos parametres que
determinen la viscositat del sistema: FE; per a la viscositat interna i r per a
la friccié de amortidor en 'extrem. Pel que fa al coeficient de recuperacié
de la molla en el model classic, ens trobem ara amb un terme més extens,
pero on intervenen tots els parametres del nostre sistema molla-massa, cosa
absolutament coherent si pensem el coeficient de recuperacié és, per a la
molla classica, un coeficient indicatiu del sistema.

E
muw" + <Tl + q> w' + w=0 (4.36)
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