Curvatures i interpolacié en disseny
de lents.

Report recopilat per Marta Pellicer

1 Disseny actual de les lents progressives

Actualment, el procés de disseny de lents progressives consisteix en el dis-
seny inicial d'una lent preliminar amb les poténcies desitjades i en un poste-
rior procés d’optimitzacioé per tal de millorar-ne ’astigmatisme. Per trobar
aquesta lent inicial, es parteix de les dues potencies o curvatures mitjanes
donades, aixo és un tros d’esfera de curvatura mitjana P; a la part superior
de la lent i una de curvatura mitjana P,, a la inferior, que caldra unir de
manera suau. Amb aquest objectiu es construeix una corba guia unidimen-
sional que passi de P; a P, també de manera suau tal i com s’indica en la
figura 1, sobre la qual es trien uns punts umbilicals com a suport d’arcs de
circumferencia d’aquella curvatura.

Figura 1: Corba guia

Aixi s’aconsegueix 1'esquelet d’una superficie ug(x, y) que s’utilitza com a
primera aproximacié de la lent i que es voldra refinar per rebaixar-ne 1’astig-
matisme. Ara bé, trobar la superficie amb astigmatisme minim es pot pensar



també com trobar la superficie u(z,y) que minimitzi un cert funcional. Di-
verses eleccions d’aquest funcional sén possibles, com veurem més endavant,
i ug(x,y) és la llavor de que es parteix per minimitzar-lo. En el tractament
numeric d’aquests funcionals, les superficies es representen mitjangant certs
polinomis interpoladors, tal i com ja s’havia indicat en el plantejament del
problema.

El resultat d’aquest procés es tradueix en unes lents amb astigmatisme
baix en les zones centrals, pero elevat en les laterals. Aixo porta a una revisié
del metode actual i, de forma natural, apareixen diverses qiiestions, algunes
ja formulades en el plantejament del problema: seria convenient minimitzar
algun altre funcional? Podem aconseguir un astigmatisme baix independent-
ment de la potencia preassignada? A més, cal tenir en compte que les zones
amb potencia donada tampoc estan perfectament determinades.

2 Algunes consideracions de geometria
diferencial

Recordem els elements principals amb que treballarem.

Definicié Sv denotem per ky i ko les curvatures principals d’una superficie
(ometrem parlar del punt per no carregar la notacid), ’astigmatisme ve donat
per A = ki1 — ko, la poténcia P és, essencialment, la curvatura mitjana H =
% (k1 + k2), i denotarem per K la curvatura de Gauss, és a dir, K = ky k.

Observacié Amb aquestes notacions, €s facil veure la segiient relacio entre
aquestes quantitats:

A? = 4H? — 4K (1)

El primer que ens preguntem és si és possible construir aquesta superficie
d’astigmatisme zero. La resposta la trobem en els teoremes classics de geo-
metria diferencial (veure, per exemple, [1]):

Definicié Sigui una superficie S C R® i p un punt d’aquesta superficie.
Diem que p és un punt umbilical de S si tenim ki = ko en aquest punt.

Proposicié Si S C R?® és una superficie connexa on tots els punts son
umbilicals, aleshores S esta continguda en un pla o en una esfera.



Com a aplicacié al nostre cas, és immediat el seglient corol.lari:

Corol.lari Una lent progressiva no pot tenir astigmatisme zero en tots els
punts.

Observem que aquest resultat també val si només ens mirem una part de la
lent que inclogui diferents potencies. Aixi doncs, com a molt podrem aspirar
a tenir una lent amb astigmatisme baix o, almenys, un astigmatisme baix
en les zones que ens interessi, quan aixo sigui possible. En aquest sentit,
voldrem veure en aquest primer apartat fins a quin punt la potencia donada
condiciona l'astigmatisme de la lent. Es amb aquest objectiu que introduim
alguns resultats de geometria diferencial que ens seran 1tils en el nostre estudi
(veure de nou [1]).

2.1 Teorema de Gauss-Bonnet i conseqiiéncies.

Recordem alguns conceptes.

Definicié Sigui C' una corba regular orientada continguda en una superficie
S C R® i p un punt d’aquesta corba. Considerem «(s) una parametritzacio
per l'arc de C' en un entorn de p. Anomenem curvatura geodesica de C' en p
al valor algebraic de la derivada covariant k, = [Da/(s)/ds].

També podem pensar que si k¢ és la curvatura de la corba C'i k,, la curvatura
normal de C' C S llavors
ke =k + k2

és a dir, la curvatura geodesica mesura el que dista la corba C' de ser una
geodesica de la superficie S.

Definicié Donada una triangulacié d’una superficie S C R?® denotem per F
el nombre de cares, per A el nombre d’arestes i per V' el nombre de vértexs.

Aleshores, el nombre
X(S)=F—-A+V

es coneix com la caracteristica d’Euler de la superficie S (que no depén de la
triangulacid).

Teorema (Gauss-Bonnet) Sigui S una superficie connexa, compacta i
orientable de R3. Denotem per OS la seva vora, que suposem formada per la



unio de r components connexes, requlars i orientades positivament, és a dir,
0S =C1U---UC,. Aleshores,

LK+§/@1€9:2M(5) 2)

on k, denota la curvatura geodésica de les corbes respecte la superficie i x(S)
és la caracteristica d’Fuler de la superficie.

Com s’aplica en el nostre cas? El primer que cal pensar és que una lent és
topologicament equivalent al disc i, per tant, tindran la mateixa caracteristica
d’Euler:

S=D?* = x(S) =1

A més, la vora de la lent esta formada per una sola component, és a dir,
0S = C . Si a més recordem la relacié donada per (1), el teorema de Gauss-
Bonnet ens déna la segiient igualtat:

/A2:4/H2+4/k;g—87r (3)
S S C

Una primera observacio que caldria fer és el fet que, almenys aparentment,
la vora de la lent influeix en ’astigmatisme global d’aquesta. De fet, veurem
que realment és aixi en 'apartat 3, on, lluny de pensar-ho com una dificultat
afegida, ho veurem com una eina 1util a I’hora de controlar 'astigmatisme.

Pero revisem la férmula (3) en dos casos elementals.

1. S superficie amb vora tangent a un pla.

En aquest cas, el terme de la curvatura geodesica és fc ky = 27 i, per

tant:
/ A% =4 / H? (4)
S S

2. C'= 085 és una geodesica de S.

Com que la curvatura geodesica ens mesura com dista la corba de ser
o no una geodesica de la superficie, en aquest cas tenim fc ky =0, de

manera que:
/A2:4/H2—87r (5)
S S
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Observem que en el cas particular que, a més, S sigui una semiesfera
(tindriem C' = S') no tindriem astigmatisme, de manera que

4/SH2 =87 (6)

El teorema anterior ens permet donar alguns resultats que indiquen fins a
quin punt la potencia donada condiciona l'astigmatisme de la lent. Aixo
tindra com a conseqiiencia la impossibilitat geometrica d’un astigmatisme
baix (almenys globalment) per a lents amb poténcies molt grans.

1. Fita superior de l’astigmatisme global. Es raonable suposar que les
dues curvatures principals de la lent tenen el mateix signe, és a dir, que
K > 0. Aleshores, la primera versi6 del teorema de Gauss-Bonnet ens

diu que:
{/k‘g—QW]:—/KSO
c

De forma immediata a partir de (3), obtenim:

/A2<4/H2 (1)

on la igualtat s’assoleix en el cas en que 05 és tangent a un pla, tal i
com haviem vist en (4). En altres paraules, donada la distribuci6 de
potencies de la lent, I'astigmatisme no pot créixer desmesuradament i
si la potencia global és baixa també pot ser-ho I’astigmatisme.

2. Fita inferior de l’astigmatisme global. Com que sempre és cert que
Jo kg = 0, també obtenim de forma immediata a partir de (3) una fita
inferior per a l'astigmatisme global:

/SA224/3H2—87T (8)

on el terme de la dreta s’anul.la quan S és una semiesfera, tal i com
haviem vist en (6). En tot cas, el que si ens diu aquesta desigualtat
és quelcom tan raonable com que no podem baixar arbitrariament 1’as-
tigmatisme global d’una lent amb una distribucié de potencies fixada.
Una altra qiiestio és si podem carregar grans quantitats d’astigmatisme
en les zones més periferiques de la lent per tal d’aconseguir que en les
zones centrals tinguem millor qualitat de visié.



D’aquestes desigualtats també es pot observar una linia raonable per seguir,
com és el fet de considerar superficies que siguin pertorbacions locals de
Iesfera, que és la que té les propietats desitjables. Es a dir, superficies del
tipus segtient:

S=FE+c¢e(u,v) N

on F és esfera i N el vector normal a la superficie.

3 Equacions en derivades parcials i
minimitzacié de funcionals

Des del punt de vista de les equacions en derivades parcials convé revisar la
coneguda equacié de la curvatura mitjana:

Vu
Vi|l—/]m—| =P en
(9) <\/1—|—\Vu\2>

u=¢ en OS2

que té solucié i és unica si P = P(z,y) per (z,y) € Q1 ¢ = ¢(z,y) per
(x,y) € 0N sén donades i suficientment regulars (com a referéncia del pro-
blema, veure [4]). En aquest cas, la solucié u(z,y) representa la grafica de
I'inica superficie de curvatura mitjana P(z,y) que té la vora prefixada a
o(z,y). Es a dir, només amb la curvatura mitjana no és suficient per deter-
minar la superficie, siné que també calen unes condicions sobre el contorn:
en aquest problema les hem considerat de tipus Dirichlet, ja que té sentit
fixar la forma de la lent a la vora. En aquest cas, si que es pot concloure
que donades la potencia de la lent i la forma de la vora, la superficie queda
unicament determinada i, per tant, també I'astigmatisme. Pero només do-
nant P(z,y) tenim infinites solucions possibles i, per tant, poc control sobre
I’astigmatisme. Aixi, tot i que sembli afegir complicacions addicionals al pro-
blema i que actualment no s’imposin restriccions sobre el contorn de la lent,
el fet d’imposar una vora podria ser un ajut a I’hora d’obtenir I'astigmatisme
desitjat.



3.1 Minimitzacio de funcionals

Resoldre I'equacié en derivades parcials (9) equival a trobar la funcié u(z,y)
que minimitzi el funcional d’area segiient:

Au) = /Q <m+ Pu) dxdy (10)

entre totes les funcions que compleixen u = ¢ en 0€). La minimitzacié de
funcionals per obtenir la superficie desitjada és una tecnica coneguda en el
disseny de lents, pero el tipus de funcionals que s’utilitzen no sén del tipus de
(10). Un exemple del que s’utilitza, for¢a semblant als treballats per INDO
S.A. (veure [3]), el trobem en [5]:

J(u) Z/Qoz(ﬂf,y)fl(xvy)%dy+ /Qﬁ(x,y) [H(z,y) — P(z,y)]* dedy (11)

on afz,y) i B(z,y) sén pesos que ponderen un astigmatisme A(x,y) baix
enfront la potencia desitjada P(z,y) en funci6 de la regié de la lent on ens
trobem. Podem fer el pas que hem fet amb I'equacié (9) en sentit invers i
escriure I'equacié d’Euler-Lagrange equivalent al funcional (11), que prop del
pla resulta ser 'equacié de quart ordre segiient:

A ((a+ B)Au) = 2 [(a uyy)ee + (QUzr)yy — 2(Q Usy)ey] = A (28P)  (12)

Quines condicions de contorn hem d’imposar? Podriem pensar també en
condicions que fixessin la forma de la vora, com en ’equacié anterior, pero
també podria ser que resultessin més convenients per al funcional (11) altres
tipus de condicions de contorn com ara una lent prou plana en la frontera,
o les condicions naturals que es derivarien de la minimitzacié de J(u) sense
restriccions (tal i com esta fet en [5]).

Si tornem, pero, a l'equacié (12) obtinguda a partir del funcional (11)
podem observar que és d’ordre superior a la de la curvatura mitjana, ’equacio
(9). Aixo és perque en J(u) apareixen derivades segones, perd en A(u) només
tenim derivades primeres, de manera que 1’equacié en derivades parcials sera
d’ordre més baix. En aquesta linia, una possibilitat seria provar un funcional
que combinés ambdues formulacions: la de A(u) per obtenir una superficie
amb la potencia desitjada pero que utilitzaria termes d’ordre més baix que
els de (11), i I'ts de [, A(z,y)? i dels pesos per tenir un astigmatisme baix



alla on volem, tal i com es fa en J(u). El funcional que proposem, doncs,
seria el segiient:

Flw) = [ aley)Alwy) dudy + [ 5oy [VIF VAR + Pu] dody
Q Q
(13)
que es podria millorar des del punt de vista numeric si trobéssim una expressié
en termes de derivades primeres que substituis a [, a(z,y) A(z,y)? dedy. En
tot cas, 'equacié d’Euler-Lagrange equivalent a (13) prop del pla seria:

A(aAu) =2V - (BVu) = 2 [(a tar )yy + (@ tyy)ae — 2(Q Uay)ay] = =20 P

Quedaria per fer un analisi detallat del problema: quines condicions de con-
torn serien les adequades, el.lipticitat de I'operador, existencia i unicitat de
solucions, etc.

A més de la proposta d’un nou tipus de funcional, aparentment més
tractable des del punt de vista numeric, també ens va semblar interessant
ressaltar I’equivalencia entre el fet de resoldre equacions diferencials i trobar
minims de certs funcionals, ja que a part de les tecniques d’optimitzacié per
trobar aquests minims també cal tenir present tota la metodologia numerica
que es coneix en el tractament de les equacions en derivades parcials (elements
finits), en particular de les de quart ordre com tenim aqui.

3.2 Inequacions variacionals i el problema de ’obstacle

També des del camp de les equacions en derivades parcials es va apuntar una
manera de tractar el problema des del punt de vista de I'extrapolacio, és a
dir, com unir de manera suau dues esferes de radis diferents. Aquest és un
problema conegut, que rep el nom de problema de I'obstacle, i que essencial-
ment intenta descriure la forma que adopta una membrana d’extrems fixats
que es deixa anar lliurement sobre un cert obstacle (o diversos obstacles), tal
i com indica la figura 2.

Com a referéncia per aquest tipus de problemes podem veure [2]. L’apli-
cacio al disseny de lents progressives és directa si entenem que la membrana
és la forma que adoptara la lent entre les dues esferes, que farien el paper
d’obstacles (veure figura 3). Caldria, doncs, veure quines hipotesis sobre la
membrana serien raonables en aquest cas.
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Figura 2: Problema de I'obstacle
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Figura 3: Problema de 'obstacle aplicat al disseny de lents progressives

4 Estudi de les superficies de revolucio

Les superficies de revolucié no sén superficies valides en la construccié de
lents progressives. Tot i aixi, creiem que un estudi d’aquest tipus de su-
perficies pot servir per coneixer les dificultats inherents al problema plante-
jat que, sobre aquest tipus de superficies, pot veure reduida la seva dificultat
ja que passem a treballar amb una variable menys i, per tant, apareixen
equacions diferencials ordinaries en lloc d’equacions en derivades parcials.

Les superficies de revolucié sén aquelles que es generen per la rotacio
d’una certa corba r(z) entorn un eix. En el nostre cas, l'eix de rotaci6
considerat és el que uneix els centres x; i 9 de les dues esferes de radis R;
i Ry que haurem d’unir, perd queda com a primera proposta el considerar
altres alternatives com a possibles eixos de rotacio.

Si r(z) és la corba que revolucionem, la superficie que genera es pot
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Figura 4: Esquema per a la lent de revolucié.

escriure com:

S(x,0) = (x,r(x)cosb,r(x)sinb)

Pero nosaltres ens ho mirem com un problema invers: voldrem trobar la
corba r(z) que genera una superficie de revolucié amb astigmatisme minim i
que enganxi bé amb els dos talls d’esfera donats. L’astigmatisme d’aquesta
superficie (recordem que és la diferéncia de les curvatures principals) es pot
escriure en termes de r(x) i resulta ser:

rr” + 1+ (r')?
ri/ (14 (7"’)2)3

La resposta immediata, que és demanar astigmatisme zero, ens porta
directament al que ja sabiem per 'apartat 2: una superficie formada per arcs
de circumferéncia. Es a dir, obtenim les lents trifocals (tres talls d’esfera
enganxats). Pero aquesta superficie no enganxa de manera suau amb les
esferes que ja teniem. Per tant, haurem de minimitzar 'astigmatisme sota
algunes restriccions.

Aix0 ens porta altre cop a una formulaci6 variacional del problema: volem

trobar r(z) que minimitzi
T2
/ A*(x)dx
x1
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o altres funcionals de 'astigmatisme. Observem, pero, que ara volem mini-
mitzar un funcional d’una variable, i no de dues com abans. Si no imposem
restriccions sobre la corba (o la superficie) obtenim com a equacié d’Euler-
Lagrange 1’equacié segiient:

Gazoms) (o) - (o) =

on a(r) = rr” + 1+ (r')%2. Hem obtingut una equacié diferencial ordinaria
de quart ordre i no una equacié en derivades parcials. Pero, és clar, si no
imposéssim restriccions recuperariem les lents trifocals com a solucié. Quin
tipus de restriccions serien raonables en aquest plantejament? Totes elles sén
restriccions temptatives i que van quedar en un estat molt preliminar, pero
les condicions immediates son les que ens donarien continuitat en la corba i
les derivades:

)= i o(a) = O (a)
ox ox
Pero per a que la superficie intermitja enganxi suaument amb les esferes que
teniem caldra demanar continuitat en les curvatures, és a dir:

1 1

H(zy) = R H(zg) = 7

Podem demanar les mateixes restriccions en ’altra banda de la superficie,
r(z2) = y2 i L(25) = 95 (23)? Potser estem imposant massa condicions i no
hi ha superficie que ho compleixi. Pero estem oblidant un factor important
que quedava amagat fins ara: si que tenim fixades les dues esferes superior i
inferior, pero tenim un cert marge pel que fa fins a quina zona abarquen. Per
exemple, pot ser més important tenir la potencia que toca en una zona més
amplia a la part inferior que a la superior, si tenim en compte que usem més
la visi6 lateral en mirar objectes propers que quan mirem de lluny. Aquest
marge a I’hora d’escollir el punt (o els punts) de contacte de la superficie

amb 'esfera (o les esferes) també és una eina que ha de jugar al nostre favor.

5 Conclusions i linies de futur

Aquest és un recull de les discussions del Grup d’Estudi que, aprofitant la
pluralitat disciplinar dels assistents, es van centrar en diversos punts de vista,
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complementaris entre ells. Com a conclusions més rellevants caldria destacar
el paper fonamental de la vora de la lent a I’hora de determinar-ne 1’as-
tigmatisme, la possible minimitzacié d’altres funcionals d’ordre inferior o el
tractament de les equacions en derivades parcials equivalents, i les fites sobre
I’astigmatisme que ens donen una idea de com la distribucié de potencies
condiciona aquesta quantitat.

En la linia que s’apuntava en ’anterior seccid, és a dir, el marge d’eleccio
de les zones superior i inferior de la lent, també es va apuntar la possibilitat
de tractar el problema com a problema de frontera lliure, que és un tipus
de problema on la frontera del domini també és una de les variables que cal
trobar.

Una altra idea que es podria treballar és veure si prendre la corba r(z) de
I'apartat anterior com a corba guia per construir la superficie llavor ug(z, y)
(recordem l'apartat 1) ens milloraria els resultats en algun sentit. També
seria raonable estudiar la possibilitat d’utilitzar altres corbes en lloc d’arcs
de circumferencia per construir aquesta superficie llavor, corbes que enviessin
I’astigmatisme lluny de les zones centrals, que és on més es notaria. Per
exemple, els arcs d’el.lipse mantindrien la curvatura semblant a la de la
corba guia durant més estona. La idea és que si 'astigmatisme global no es
pot reduir, almenys el repartiriem de manera que es concentrés en les zones
laterals, que serien les menys problematiques.

Per ultim, voldriem agrair a 'empresa INDO S.A. el fet de plantejar un
problema que combina l'interés tecnologic amb el matematic, aixi com la seva
disposicié a ’hora de comentar i discutir els dubtes, idees o propostes que
van anar sorgint.
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