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EL MODEL LINEAL

Descripcio del problema

Sistema molla-massa

YRR

Present en: automocio, control sismic, ...

Model lineal: introduccio.



Molla viscoelastica amb amortidor que
actua a través de la massa
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Molla viscoelastica fixada en un extrem i
amb massa rigida en moviment en |'altre, a
través de la qual actua un amortidor
(dissipacio externa)

Model lineal: introduccio.



Motivacio del problema.

Equacio classica de la molla:

mu”(t) +rd/ () + ku(t) =0

model en EDQO’s vs. model en EDP’Ss.
Per que i quan les derivades parcials?

x diferéncia en les deformacions internes.

* possible dissipacio interior.

Model lineal: introduccio.



Modelitzacio.

» Balan¢ de la quantitat de moviment ./

» Models reologics ./ 0 modelitzacio de
medis viscoelastics mitjancant la
combinacio en seérie-paral.lel de dues
unitats simples: spring (elasticitat) i
dashpot (viscositat)
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Model de Kelvin-Voigt continu o equacio d’'ones

amb dissipacio forta (el nostre cas)

Model lineal: introduccio.



» Model lineal (adimensionalitzat):

2

Utt — Ugz — AUtz = 0, O0<z <1, t>0

u(0,t) =0

7\

\ ue(1,t) = —e [ug(1,t) + aup(1,t) + ru(l,t)]

(Grobbelaar'94, Massat'83, ...)

Equacio d’'ones amb dissipacio forta i
condicions de contorn dinamiques

u(x,t) = desplacament de la particula x
a temps t

a > 0 ~ dissipacio interna (molla)
r > 0 ~~ dissipacio externa (amortidor extern)
e > 0 ~ invers de la massa externa

Model lineal: introduccio.



COMPORTAMENT ASIMPTOTIC DE
LES SOLUCIONS
Valors propis dominants i reduccio a EDQO’s

Pensem el model com |'equacid d’'evolucio

d

aaf;(t) = Bux(t)

Si o(B) = o1 Uop, amb oo conjunt finit de
vaps aillats, multiplicitat algebraica finita i
part real major que la resta, aleshores o5 son
valors propis dominants de B.

o1 =o0(B) \ o2 1 02

w1 w2

En aquest cas, I'equacido de dimensio finita
a:’2 = B> x> pot pensar-se com el limit de la
de dimensio infinita ' = Bzx.

Model lineal: eines.



Convergencia generalitzada d’'operadors
(generalitzacio de la convergéncia en
norma, Kato)

Siguin T,,, n € N, operadors tancats. Diem
que convergeix en sentit generalitzat a T’
quan n — oo Si:

6(Tn, T) — O

n—aoo

on & mesura la distancia entre les grafiques.
Equivalentment ...
conv. gen < ||T, — T|| — O si acotats.
conv. gen < ||T;71 —7~1|| — 0 si inversos

acotats.

Model lineal: eines.



T ma (Semicontinuitat superior de I’espectre, Kato)

Si T tancat amb o(T) separat en dues parts
per una corba tancada I, i S és un altre
operador tancat tal que &6(7,S) prou petit,
aleshores o(S) esta separat de la mateixa
manera (subespais propis isomorfs, convergeéncia
en norma de les projeccions, ...)

Y

continuitat de conjunts compactes de vaps ...

Model lineal: eines.



ENTORN FUNCIONAL

Xo = {(u,7) € H?(0,1)xC, u(1) = ~, u(0) = 0}
com a subespai de H2(0,1) x C;
X1 = {(u,v) € H'(0,1)xC, u(1) =, u(0) = 0}
com a subespai de H1(0,1) x C; i

Xo = {(u,v) € L?(0,1) x C} = L?(0,1) x C

El model lineal es pot escriure com |'equacio
d'evolucio:

(d

LV _Au(e)V =0, te(0,c0)
< dt
| V(0) = Fp

on
D(Aa(e)) =

— {(EZ’g((igg) € X1 x X1, (u4 av) € H(0, 1)}

C H= X1 X Xp

Model lineal: entorn funcional.



Norma en H:

H <(u<’vlf(ﬁl>))> H '“‘””'201“ / v]?da 4|82

(equivalent a la norma habitual d’aquest
espai producte).

Perd si € > 0 tenim definida una familia de
normes equivalents a |'anterior:

H ((u u(l))>
(v, 8)

OBS: Sera important poder utilitzar una o
altra norma, segons convingui.

= [ fuslPdot [ oot 92

Model lineal: entorn funcional.



Resultats principals

1. Molla elastica perfecta 6 o = O:

* Ap genera un semigrup continu de
contraccions.

*x 0(Ag) = op(Ag) (NO té oess) i esta format
per infinits vaps, tots amb Re A < 0, que
s'acumulen a ReA = 0.

Model lineal: o« = 0.



Per tant ...

» NoO existeix cap subconjunt finit de valors
propis dominants: EDP -» EDO !

» PerO ... totes les solucions tendeixen a 0O
quan t — oo. I existeixen solucions que hi
van tan lentament com vulguem (ja que
no dissipacio interna).

Model lineal: o« = 0.



2. Molla viscoelastica amb « > 0 petit:

(pensarem A, com a pertorbacié de Ap)

* Aq genera un semigrup analitic si o« > 0.

+ Oess(Aa) = {‘—1} o> 0.

«

*

Up(Aa) 0:6 Up(AO)

sobre compactes, perdo no global.
(perqué A, — Ag en sentit generalitzat, perdo A,
operador sectorial quan o« > 0)

(a =0.01) (a=0.001)

Model lineal: o ~ 0.



Per tant, existeix un conjunt finit de valors
propis dominants.

Y
EDP — EDO 7

» Si, pero ordre i coeficients de I'EDO
poden ser diferents per a cada «.

Model lineal: o ~ 0.



3. Molla amb una gran massa a l'extrem
(e > 0 petit) :

3a. CAS £ = 0 (solucions explicites):

20

15 o7

101

-10+

151

-20 L L L L I &
-140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0

* AN = 0 és valor propi, doble i dominant.

* O'ess(Aa(OD — {%1}

Model lineal: e =0



3b. CAS ¢ > 0 i petit:

pertorbacio del cas e = 0 ja que

As — Ap en sentit generalitzat

e—0

(en norma || - ||, perd també en || - ||c)

*x Pertorbacio de |'espectre:

circumferéencia + semirecta real
quan € — 0 (analisi eq. caracteristica)

15

0.5

—05F

-15

-1/a

ADo(A,(8))

I
-2.5

I
-15

I
-0.5

Model lineal: € ~ 0



* Si e < gg I'operador admet {)\Sr(s),)\g(s)}
(pertorbacions de A(0) = 0) com sub-
conjunt finit de vaps dominants .

g2

\ o (Ae)
2y

Re A — —c(a)




Per tant ...

» Si la massa és prou gran, les solucions en
r = L de 'EDP poden aproximar-se, quan
t — oo, per les solucions de 'EDO:

mw”—l—klw/—l—kow:O

_ (& 1k pL 4 Er i) (%)2
kl_(L+q> 3(L+q><m>+(45L+15 m) T
pL 4 (pL\? q2 16 pL\3
(E)+4_5(E) +(45Ep_945) (E) +]

No és I'equacio classica de la molla !l

Model lineal: € ~ 0



EL MODEL NO LINEAL

Descripcio del problema

f<0 ;
j
f>0

(sentit positiu del moviment)

Imposem una acceleracio en z = 0 (abans
fixat) al sistema anterior:

utt(0) = K fe(u(l,t) = u(0, ), ur(1,1) —u(0, 1))

#ia desplacament Z1ia velocitatl

amb k > 0 un nou parametre fixat i

fe(z1,20) :=¢f (711, %)

on f(z1,22) és Lipschitz, acotada i prou
regular.

Model no lineal: introduccio.
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Nou sistema de referéncia on z = 0 fixat:
u(x,t) — u(x,t) —u(0,t)
_|_

Canvi adimensional

Y

y

up(x,t) — uzz(x,t) — Utz (x,t) + Kef (u(l,t), “tf/lét)) —0

u(0,t) =0

up(1,t) = —¢[ug + auw + rug] (1,t) — wef (u(l,t), ut(\/lg’t))

\

per € (0,1), t> 0, i els parametres o > 0O,
k>01r>0 fixats, i ¢ > 0.

OBS: Si f = 0 tenim el model lineal anterior.

Model no lineal: introduccio.



OBJECTIU: Veure quan l|'equacio d'ones
no lineal admet una EDO com a |limit.

Y

varietats invariants exp. atractores

Y

quan € — 0 existeix una EDO Ilimit que, amb
un reescalat del temps, és:

' +u+ kf(u,u) =0

Problema invers: f control extern en x =0
per aconseguir desplacament-objectiu
(possible si és solucié d'una EDO tipus

I'EDO limit).

controlar el sistema per aconseguir
que el desplacament tendeixi a ser periodic
no constant és trobar el control per tal que
I'EDQO Ilimit sigui:
u' +u =0 (eq.Lienard)
= control: f(z1,z2) = g(z1)2>.

Model no lineal: introduccio.



Podem escriure I'EDP no lineal com una equacio
d’evolucio:

4V

— — AV = F(V), t>0
< dt
V() =W

on la no linealitat F: no depén en aquest cas
de t i esta definida en tot H de la manera
seguent:

N———

(u,u(1)) \ _ 0.0
n (W) )= ( (e ). 3. —ref(u). 7))

= tenim existencia i1 unicitat de solucio.

Model no lineal: introduccio.



COMPORTAMENT ASIMPTOTIC DE
LES SOLUCIONS
Varietats invariants exponencialment
atractores

* S C X xY és una varietat invariant de

{ z=Tx+ h(x,y)
y = By + g(z,y)

Si existeix o :' Y — X tal que

S={(z,y) e X xY  :z=0(y)}

i V(zg,yg) € S existeix (z(-),y(-)) solucid tq:

z(0) =z0, y(0) =yo v (z(?),y(t)) € SVtER

= S és exponencialment atractora si 3y, K > 0
tq:

() — o (y()I| < Ke " ||lz(0) — o (y(0))|
per a tota solucio (x(t),y(t)).

Model no lineal: eines.



» Preparacio del problema:

Reescalem el temps: t — t4/e
(acceleracio del sistema quan € — 0)

d

on

1
Ay=—A
N= ¢

U, u (O,O)
(38 = ol s ) )

OBS: A€o(A:) & u= % co(Ay)

(perd els subespais propis son els mateixos
que per A:).

Model no lineal: eines.



Separacio de l'espectre ( = de l'espai,
projeccions, ... )

1
o (%A&‘) — UO’S

1
o =oc|—A: |05 =
' (x/E 6) 2

05 = {1g (&) 1g ()} —3 {+1]

= Descomposicio de ‘H i F (projeccions):

H= Hf® H5 (dimH5=2)

\ iVQ = <1 (Ae\Hg)) Vo + P5 (Fn(V))

)

Model no lineal: eines.



Resultats principals: Equacio limit

» L’'equacio d'evolucid no lineal reescalada
convergeix quan ¢ — 0 en la topologia ¢! al
sistema:

u' (1) = w(1)
w'(1) = —u(1l) — kf(u(l),w(l))

Si estructuralment estable = fluxos seran
topologicament equivalents si € es prou
petit.

Y

Amb el temps reescalat, les solucions de 'EDP
no lineal inicial convergeixen a les solucions
de I'EDO:

u’(1) +u(1) + sf(u(l),4' (1)) =0
on u(l) =u(l,t).

Model no lineal: EDQO Ilimit.



Idea de la demostracio:

» PAS 1: Existéncia d'una varietat invariant
exponencialment atractora, o-:.

* Si € prou petit, existeix S¢ v.i.e.a.:

Se ={V = (V1,V2) : Vi = 0e(V2), Vo € H5}
on dim (H5) = 2.

* El flux sobre S: ve donat per

V() = Va(t) + o=(Va(t))
on Vo (t) és solucio de:

d
V2= Ay (V2) + B3 [Fy (V2 + 0:(V2))], V2 € H;
« A més, o:,Do: — 0 en | -|.

e—0

Model no lineal: pas 1.



Consequencies:

1. EDP tendeix a lI'equacio sobre S¢

Y

tendeix a una EDO d'ordre 2:
d

a‘/'2 e AN (VQ)—I—PQE [FN (VQ _I_ 0€(V2))] ) V2 S HS

2. permetra el calcul explicit del limit de
I'EDO quan € — 0 (norma e crucial)

Model no lineal: pas 1.



Demostracio pas 1:

Aplicacio del tma. d’existéncia de var. inv.
per a families d'operadors

(Henry’81, Carvalho’95, Carvalho & Lozada-Cruz'01,
Carbone’03, ...)

... Si l'espectre esta suficientment separat
en dues parts, es pot enviar tot al —oo ex-
cepte un nombre finit de valors propis, que
ens donaran la dinamica del sistema quan
t — oo (v.i.e.a, amb funcié que va a zero

)

= Per veure-ho, calen una série d'acotacions
uniformes en ¢ de la restriccio de la part lineal
I de la no lineal sobre cada subespai.

operador no autoadjunt
= problema per aconseguir acotacions
uniformes = conv. generalitzada

Model no lineal: pas 1.



» PAS 2: Limit de I'EDQO sobre la varietat
invariant

A:s no autoadjunt = projectar sobre S¢ es
complica = EDO en varietat semblant

Usem que:

H5 — Hj
e—0

(isomorfisme explicit i projeccions
convergeixen en norma)

J
Se = Ve ‘I'O's(vs), Ve € HS
varietat proxima a
So = Vo + 0:(Vp), Vo € HY

(si hi sabem projectar)

Model no lineal: pas 2.



Equacié en Sy (canvi de variables adequat)

_|_

Iimit dels coeficients en norma Cl usant que

oe —0en |- e
e—0

Y

EDO Iimit (norma C1)

u'(1) +u() + sf(u(1),w'(1)) =0

Model no lineal: pas 2.




